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Cộng hòa Xã hội Chủ nghĩa Việt Nam”. 
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đời nói đđỗi 


Bộ giáo trình này có liên quan đến các chương trình mới của các lớp dự bị vào các trường đại 
học (Grandes Ecoles), được áp dụng cho kì tựu trường tháng 9/1995 đối với các lớp năm thứ 
nhất MESI, PCSI và PTSI, và cho kì tựu trường tháng 9/1996 đối với các lớp năm thứ hai MP, 
PC, PSI. 


Theo tỉnh thần của các chương trình mới, bộ giáo trình này đưa ra một sự đổi mới trong việc 
giảng dạy môn Vật lí ở các lớp dự bị đại học. 


e Trái với truyền thống đã in sâu đậm nét, theo đó Vật lí bị xếp vào hàng môn học thứ yếu 
sau Toán học, các hiện tượng đã bị che lấp bởi khía cạnh tính toán, các tác giả đã cố gắng sắp 
xếp để đặt Toán học vào đúng chỗ của nó bằng cách ưu tiên dẫn dắt tư duy và lập luận Vật lí, 
đồng thời nhấn mạnh lên các tham số có ý nghĩa và các hệ thức kết,hợp chúng. 
X. 1192202 H1B11£ th ôn tớ “c2 , 

e Vật lí làinột:môn khoổ học thực nghiệm nên phải được giảng dạy theo tính thấn đó. Các tác 
giả đã quan:tâm đặc biệt đến việc mồitả các thiết bị thí nghiện! hhưn§' vấn khôn# bỏ qua khía 
cạnh thực. hành:;Mong,sao-những cố Bắng.của các tác giả sẽ thúc đẩy thày và trò cải tiến hoặc 
sáng tạo nên các thí nghiệm luôn tràn đây tính sáng tạo. 


e Vật lí không phải là một khoa học coi thường vật chất, chỉ chú trọng lí thuyết mà dửng 
dưng với thực tế công nghệ. Mỗi khi vấn để được nêu lên, các tác giả đều dành chỗ xứng 
đáng cho các áp dụng khoa học hay công nghiệp, đặc biệt để thúc đẩy các nhà nghiên cứu và 
Kĩ sư tương lai. 


e Vật lí không phải là một khoa học thiếu tính độc đáo và vĩnh hằng, mà là sản phẩm của một 
thời đại, không tự tách ra khỏi phạm vi hoạt động của con người. 


Các tác giả không coi thường các cứ liệu về lịch sử các khoa học trong việc mô tả sự tiến 
triển của các mô hình lí thuyết cũng như để thay thế các thí nghiệm trong bối cảnh 
của chúng. 


Nhóm tác giả mà Jean-Marie Brébec phối hợp, gồm các giáo sư các lớp dự bị rất từng trải, đã 
có một bề dày kinh nghiệm trong các kì thi tuyển vào các trường đại học và có năng lực khoa 
học cao được mọi người nhất trí công nhận. Nhóm này đã cộng tác chặt chẽ với các tác giả 
của các bộ giáo trình của Durandeau và Durupthy cho các trường trung học phổ thông. Sách 
cho các lớp dự bị đã kế tiếp hoàn hảo sách ở cấp trung học cả về hình thức lẫn nội dung. 


Chúng tôi bảo đảm rằng các cuốn sách này là những công cụ quý báu cho sinh viên để chuẩn 
bị có hiệu quả cho các kì thi tuyển, cũng như để có được một sự trau dồi khoa học vững chắc. 


J.P.DURANDEAU 
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Mở đầu 
Động học là một môn cơ học chuyên nghiên cứu mô 
tả chuyển động. 
Các khái niệm không gian, thời gian và chuyển động 
là những khái niệm rất phổ biến, nhưng không được 
mô tả chính xác và định lượng ngay. Để đạt tới trạng 
thái hiện nay của động học, người ta đã phải tự đề ra 
và giải quyết một loạt các vấn đề vừa có tính khái 
niệm, vừa có tính kĩ thuật. 
Vậy làm thế nào để đánh dấu chính xác một biến cố 
trong không gian và thời gian ? 


Làm thế nào để đo được thời gian ? 
Và chuyển động là gì ? 


Việc thấu hiểu ngày càng tỉnh tế này về các hiện 
tượng vật lí phải đi song hành với việc hiệu chỉnh 
các phương pháp toán học thích hợp. 


Mục TIÊU 
§ Xác định vị trí một biến cố trong không 
gian và thời gian. 
Các hệ tọa độ thường dùng. 
Đạo hàm của một đại lượng vectơ. 
Khái niệm về hệ quy chiếu. 


I Các biểu thức vectơ vận tốc và vectơ gia 
tốc của một động điểm. 


ắ§ Xác định quỹ đạo và thời gian quãng 
đường đi. 


#ĐIỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 
I Phép tính vectơ. 


Các khái niệm về không gian, thời gian 
và chuyển động 


I.I. Các quan niệm cổ điển 

Sự tiếp cận ngày càng chặt chẽ về mặt định lượng của cơ học đã được tiến 
hành trong các thế kỷ XVI - XIX để tạo thành lí thuyết cơ học gọi là cơ 
học cổ điển áp dụng cho mọi vật thể thông thường. Ở thế kỷ XX, việc 
nghiên cứu các nguyên tử, các hạt sơ cấp và một số hiện tượng thiên văn 
đã dẫn đến việc hình thành các lí thuyết khác : cơ học lượng tử và thuyết 
tương đối. 


I.I.I. Ðo khoảng cách và thời gian 

Nói chung, đo một đại lượng bất kì có nghĩa là đếm số lần mà đại lượng 
đó chứa đựng một mẫu chuẩn tương ứng. 

Đối với khoảng cách, thì thao tác đó là khá tự nhiên, vì mẫu chuẩn có thể 
được cụ thể hóa dưới dạng một cái thước chia độ. 

Các tiến bộ khoa học kĩ thuật đã cho phép xác định được các mẫu chuẩn 
càng ngày càng chính xác, phổ biến và có thể tái tạo được. 

Thao tác đo thời gian lại tỏ ra tỉnh tế hơn nhiều, vì ta không thể so sánh 
trực tiếp hai khoảng thời gian khác nhau. 

Chuẩn thời gian chỉ có thể được định nghĩa như chu kì của một hiện tượng 
mà ta có thể tiên đề hóa tính tuần hoàn của nó. 

Phép đo chính xác các khoảng thời gian ngắn hơn một ngày chỉ có thể 
được thực hiện nhờ sự phát hiện ra tính đều đặn của các chuyển động con 
lắc vào thế kỉ XVI. 

Hiện nay, giây được định nghĩa là “9.192.634.770 chu kì của bức xạ điện 
từ, tương ứng với sự chuyển dời giữa hai mức siêu tỉnh tế của trạng thái cơ 
bản của xezi - 133” và mét là “chiều dài quãng đường mà ánh sáng đi qua 
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chân không trong 209792258 giây”. 
I.I.2. Tính tương đối của chuyển động 
Cho đến tận cuối thời Trung cổ, người ta vẫn coi Vũ trụ vận hành chung 
quanh Trái Đất đứng im là điều tất yếu. Như vậy đứng yên hay chuyển 
động có một ý nghĩa tuyệt đối. Rất muộn về sau, mới rõ ra là các khái niệm 
đó chỉ có thể được xác định một cách tương đối với từng người quan sát. 
Hai người quan sát khác nhau sẽ nhận thấy hai chuyển động khác nhau 
đối với cùng một vật chuyển động. 
s đối với người hành khách trên xe lửa thì cửa kính đứng yên, còn phong 
cảnh chạy diễu qua cửa sổ ; 
s nhưng hiện tượng trên không còn đúng đối với người đang dạo chơi 
đứng lại nHìn xe lửa chạy qua. 
Thành thử chuyển động được quan sát tùy thuộc vào người quan sát. Tuy 
nhiên, theo lí thuyết cổ điển thì không có bất cứ cái gì phụ thuộc vào 
người. quan sát cả : dù là chiều dài của một cái thước hay đó là khoảng 
thời gian ngăn cách giữa hai biến cố. 
I.I.3.Vận tốc và gia tốc 
Nếu trên bình diện định tính, các khái niệm này được hình thành một cách 
trực tiếp cụ thể, thì vấn đề lại trở nên tế nhị hơn nhiều khi xác định cho 
chúng một ý nghĩa định lượng chặt chẽ. Ý tưởng vẻ vận tốc tức thời và gia 
tốc mà GALILÉE ước đoán đã được gắn với khái niệm toán học là đạo hàm 
do NEWTON và LEIBNIZ đưa vào. 


GALILÉE cũng đã có ý tưởng phân tích chuyển động của một viên bì trong 
trường trọng lực thành một thành phân thẳng đứng và một thành phần nằm 
ngang. Trong thí nghiệm này, ông nhận thấy rằng vận tốc nằm ngang gần 
như không đổi và vận tốc thẳng đứng tăng đều (/7./). 

Theo ngôn ngữ hiện đại, thì vấn đề là phép gần đúng bậc nhất của đặc tính 
các vectơ vị trí, vận tốc, gia tốc của một điểm. 


I.2. Thuyết tương đối 


Năm 1905, Albert EINSTEIN đưa ra một lí thuyết làm đảo lộn các khái 
niệm về không gian và thời gian. 

Theo thí nghiệm, thì vận tốc ánh sáng trong chân không, độc lập với 
chuyển động của người quan sát đang đo nó. Muốn giải thích kết quả 
nghịch lí này, ta phải từ bỏ khái niệm thông thường về thời gian. Trái 
ngược với điều mà lí thuyết cổ điển đã tiên đề hóa và trái ngược với tính 
hiển nhiên trực tiếp, hai người quan sát có chuyển động tương đối với 
nhau, không đo được cùng một khoảng thời gian như nhau giữa hai biến 
cố. Theo thuyết tương đối, thì không có một không gian ba chiều và một 
thời gian độc lập với nhau, mà chỉ có một không - thời gian bốn chiều, 
trong đó thời gian tác động như một tọa độ phụ. 

Lí thuyết cổ điển và thuyết tương đối hẹp năm 1905 giả thiết có một không 
gian với những tính chất hình học hoàn toàn xác định, mà trong đó các vật 
thể, liên kết với nhau theo các định luật tương tác, đang di động. 

EINSTEIN đã đào sâu các công trình của mình và công bố vào năm 1916 
thuyết tương đối rộng làm tiêu tan sự ngăn cách giữa hình học và cơ học. 
Các tính chất hình học của không gian (ví dụ khái niệm về khoảng cách) 
phụ thuộc vào số lượng vật chất hiện có. 

Các kết luận của thuyết tương đối dường như mâu thuẫn với thí nghiệm 
thường ngày, nên EINSTEIN, trước tiên đã bị nhân danh sự hiển nhiên và 
lương trì phản bác. Thực tế, có thể bỏ qua các hiệu ứng nghịch lí đó chừng 
nào mà các vận tốc tương đối vẫn còn nhỏ hơn nhiều vận tốc ánh sáng và 
mật độ vật chất chưa đạt tới các giá trị khổng lồ mà người ta có thể tìm 
thấy trong các hố đen. Ngược lại, các bài toán gắn liền với các hạt sơ cấp 
thực tế chỉ có thể được giải quyết trong khuôn khổ của thuyết tương đối. 
Ta cũng cảnh báo rằng sự trệch chậm rãi ra khỏi quỹ đạo của sao Thuỷ 
chỉ có thể được giải thích nhờ thuyết tương đối rộng. 

Cơ học cổ điển (đối lập với thuyết tương đối) vẫn là một phép gân đúng 
tuyệt vời ở các vận tốc và các mật độ khối thông thường. 


I.3. Cơ học lượng tử 


Một cuộc cách mạng lớn lao khác về khái niệm ở thế kỷ XX được đề xuất, 

trước hết cũng là để giải thích sự phát xạ và hấp thụ ánh sáng bởi các 

nguyên tử. Trên thực tế, lí thuyết cơ lượng tử đã cho phép hiểu được một 
cách thỏa đáng các nguyên tử và hạt sơ cấp. 

Các tiên đề, phương pháp và kết quả của cơ lượng tử dường như tất cả 
cũng đều nghịch lí, và nếu không nghịch lí hơn các tiên đề, phương pháp 
và kết quả của thuyết tương đối cũng bởi vì ta không thể quan sát được 
những sai lệch giữa cơ học lượng tử và cơ học cổ điển ở quy mô tỉ lệ của 
chúng ta. 

Kết quả đo một số đại lượng (ví dụ năng lượng) chỉ có thể có vài giá trị, 
xác định bởi các số nguyên : các đại lượng này đã bị lượng tử hóa, do đó 
có tên cơ học lượng tử. : 
Khoảng cách giữa các giá trị cho phép, nhỏ đến mức mà ta không thể 
quan sát được sự lượng tử hóa đó đối với các vật thể thông thường. 


chuyển động của một viên bỉ được 
phóng đi với vận tốc cho trước từ 
một mặt bàn. ở độ cao thay đổi. 


H.2. A. ƑIAs7EIN (1879-1955) 


Ngay cả khái niệm vị trí và vận tốc, hoàn toàn có thể đánh dấu được, cũng 
phải bị từ bỏ. Chỉ có thể tiên đoán được một xác suất hiện diện, xác định 
bởi một sóng kết hợp với từng vật thể. 

Thành thử, ánh sáng có thể biểu hiện dưới dạng một sóng (bức xạ điện từ) 
hay dưới dạng một dòng hạt (photon), và đối tính đó được mở rộng cho 
mọi vật thể. 

Bước sóng kết hợp À được xác định bởi hệ thức de BROGLIE (1923) : 


^aS, 
P 


với p là động lượng và h = 6,6.103J.s1 (hằng số PLANK). 


Chú ý : 

Đối với các vật thể thông thường, thì bước sóng quá nhỏ đến mức không 
thể quan sát được dáng vẻ sóng của nó. 

Không thể đo đồng thời một vài cặp đại lượng nào đó với cùng một độ 
chính xác tùy ý như nhau. 

Thành thử, đối với một hạt chuyển động dọc theo trục (x°x), thì độ bất 
định Ax về vị trí và độ bất định Ap, về động lượng p, = mv, của nó, liên 
kết với nhau theo hệ thức bất định HEISENBERG : 


AxAp, =h 

Độ bất định này không biểu hiện rõ ở qui mô tỉ lệ của chúng ta vì giá trị 
của hằng số Plank J. Tuy nhiên nó trở thành quan trọng để nghiên cứu 
một electron có khối lượng zn, = 9.10?!kg ở trong một nguyên tử có kích 
thước vào cỡ 10!9m, 

Cơ học cổ điển (nghĩa là phi tương đối tính và phi lượng tử) là lí thuyết áp 
dụng thích hợp cho các vật thể vĩ mô thông thường. Đây chính là lí thuyết 
sẽ được phát triển trong phần tiếp sau của cuốn sách này. 


I.4. Một số sự kiện 


e Năm 1638, GALILÉE xuất bản cuốn “Luận giải và chứng mình toán học 
liên quan tới hai khoa học mới". 

Cuốn sách này một phân bàn về sức bền vật liệu, một phân về chuyển 
động của các vật có trọng lượng. Ông đã trình bày các quan sát theo ngôn 
ngữ toán học chính xác, định nghĩa định lượng vận tốc và đưa vào khái 
niệm chuyển động nhanh dần đều. 

® Năm 1657, HUYGENS đã chế tạo ra chiếc đồng hồ quả lắc đầu tiên, và 
hai năm sau, sáng chế ra chiếc đồng hồ quả lắc và lò xo xoắn ốc đầu tiên. 
® Năm 1687, NEWTON xuất bản cuốn “Những nguyên lí toán học của 
triết học tự nhiên” (H.3). Công trình này chủ yếu trình bày cơ sở của cơ 
học cổ điển ; ông định nghĩa các khái niệm về lực và gia tốc 
và chứng tỏ rằng chuyển động của các hành tinh có thể được giải thích 
bằng tương tác hấp dẫn. 

e Ở thế kỷ XVII và đầu thế kỷ XIX, các nhà cơ học như dALAMBERT, 
LAGRANGE và CORIOLIS đã hoàn thành việc hình thức hóa lí thuyết 
với các khái niệm toán học rất gần gũi với các khái niệm đang được sử 
dụng hiện nay. 

® Năm 1905, EINSTEIN công bố bài báo đầu tiên về thuyết tương đối. 

® Trong khoảng từ 1900 đến 1930, người ta đã xây dựng nên những cơ sở 
của cơ học lượng tử. 
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2 Xác định vị trí của một điểm 


2.1. Vectơ vị trí 
Theo cơ học cổ điển, các vật thể vận động trong không gian ba chiều của 
hình học Euclide. 
Nếu xác định được một điểm gốc Ó, thì một điểm sẽ được xác định vị 
trí bởi vectơ vị trí của nó : 
r=OM. 
2.2. Cơ sở vectơ 
Trong không gian ba chiều, một cơ sở vectơ chuẩn hóa là một tập hợp ba 
. vectơ đơn vị không đồng phẳng : ¡, ể;, ¿ (H4). 
Nếu cơ sở 22(¿), ¿¿, ¿4 ) được cho trước, thì một vectơ sẽ được phân tích 
theo một cách duy nhất : 
_ Ũ =ujê + H22 + H3). 
Ba số thực (1 ,u;,ux) là các thành phần của vectơ 1 trong cơ sở 29. Cơ 
sở Z là trực giao chuẩn hóa nếu ¡,ể;, và £; là các vectơ đơn vị trực 
giao và cơ sở sẽ là thuận nếu : 
đà = A@; 
hay =6 A8 
hay =8; Aô. 
Thực tế, ta cần nhớ rằng : một cơ sở trực giao chuẩn hóa được gọi là thuận 
khi ta có thể xếp chồng các vectơ Z¡,; và ¿; lần lượt lên ngón tay cái, 
ngón tay trỏ và ngón tay giữa của bàn tay phải (H.5). 
Nói chung, ta sẽ dùng các cơ sở trực giao chuẩn hóa thuận (gọi tắt là trực 
chuẩn thuận). 


2.3. Góc ở trong một mặt phẳng 

Sự đo một góc phụ thuộc vào chiều dương đã chọn của một phép quay. 
Trong hình học phẳng, ta có thể xác định được một chiều dương quy ước 
(“chiêu lượng giác”, ngược với “chiều kim giờ”). Trái lại, trong không 
gian, một góc trên mặt phẳng P được định hướng theo chiều lượng giác 
hay chiều kim giờ tùy thuộc vào người quan sát “ở trên” hay “ở dưới” mặt 
phẳng đó. 

Như vậy, cần phải xác định một chiều dương, độc lập với vị trí của người 
quan sát. 

Theo quy ước, hướng của pháp tuyến với một mặt phẳng sẽ được định 
hướng bởi một vectơ đơn vị 7. Một cái vặn nút chai thường dùng, khi tiến 
theo chiều của 7, sẽ quay theo chiều dương (/7.6). Đây là quy ước tổng 
quát gắn sự định hướng của một pháp tuyến với một mặt với một chiều 
dương của phép quay. Quy ước này được đùng trong mọi lĩnh vực 
của vật lí. 


2.4. Hệ tọa độ 

Một hệ tọa độ trong không gian (Ó; ẻ, ;,£ạ) được cấu thành bởi một 
điểm gốc và một cơ sở vectơ chuẩn hóa. 

Khi đã xác định được một hệ tọa độ, thì chỉ cần ba tọa độ là đủ để xác 
định vị trí của một điểm. 

Có nhiều quy ước để xác định chính xác vị trí của một điểm bằng ba số 
thực mà không nhầm lẫn. 


H4. uị, u; và u; là các thành phân 
của Ù trong cơ sở (#\,ê;, 3). 


H.5. Một số cơ sở trực giao chuẩn 
hóa thuận. 


vặn nút chai 
“cổ điển” 


H.6. Sự định hướng của các góc 
trên mặt phẳng P : œ >0: và 
œ¿<0 


Kì Các hệ tọa độ thường dùng 


3.I. Tọa độ Descartes 

Hệ tọa độ Descartes là một hệ tọa độ trực chuẩn thuận, được xác định bởi 
một điểm gốc và một cơ sở trực chuẩn thuận (0; Z„, 2y,2,) (H.7). 

Các tọa độ Descartes (x, y, z) của M là các thành phần của vectơ vị trí 
của nó : 


r =OM = xẻ, + yếy + 2€; 
3.2. Tọa độ trụ 


3.2.l. Xác định vị trí của một điểm 

Cho một hệ tọa độ Descartes (0; ể, ; £,; ể;). H! là hình chiếu trực giao 
của # lên mặt phẳng (Øxy). Các tọa độ trụ Œ, Ø, z) của điểm /M được 
xác định bởi : 

er: khoảng cách OH (r >0); 

« Ø: góc (Z,,OH)., chiều dương của 0 được xác định bởi Z, ; 

®z: tọa độ Descartes thứ ba (H..ổ). 

Các tọa độ (z, 0, z) xác định điểm M một cách duy nhất, nhưng đảo lại thì 
không đúng, vì với mọi giá trị của số nguyên ø, thì ứ, Ó, z) và (r, Ð + 2mm, z) 
đều biểu diễn cùng một điểm như nhau. 

3.2.2. Cơ sở địa phương 

Cơ sở địa phương trực chuẩn (£,,ẽ¿,ẽ,) gắn với điểm M được xác 
định bởi : 

© Z„ sao cho Ó/7 = rể, (nhớ rằng :r >0); 


*z¿=6;Ae 


Chú ý : 
s 6. và 6a đều song song với mặt phẳng (Oxy) ; 


rh 


® ố¿ chỉ về chiều các góc Øtăng. 

Tính hay thay đổi của cơ sở địa phương (nó thay đổi theo vị trí của M) 
. tuyệt không ngăn cấm việc biểu thị theo cơ sở này các tọa độ của một 

vectơ liên quan tới điểm M. Thành thử, vectơ vị trí được viết là : 


OM = rể, + z, 
Việc sử dụng các tọa độ trụ trong một vài trường hợp, có thể dẫn đến việc 
đơn giản hóa đáng kể các biểu thức so với các tọa độ Descartes. 
3.3. Tọa độ cực 
Khi điểm # di chuyển trong một mặt phẳng thì chỉ cần hai tọa độ là đủ để 
xác định vị trí của nó. 
Trong mặt phẳng (Oxy), ta có thể dùng các tọa độ Descartes (x, y) hay tọa 
độ cực ứ, Ø) (H.9). 
Chiều thứ ba (2) không hiện ra trực tiếp nhưng các tích vectơ của hai vectơ 
trong mặt phẳng (2xy) đều thẳng hàng (cộng tuyến) với Z, (/J.0). 


H.7. Tọa độ Descartes 


OM =xếy + yếy +Zể. 


£ tuy 
H.8. Tọa độ trụ : 
OH = rể,;OM = rẻ, +s2E, 


` 


H.10. Hệ thức giữa các tọa độ trụ 
và tọa độ Descartes : 
x =rcos0; y = rsin8 


3.4. Hệ thức giữa các tọa độ trụ (hay cực) và Descartes. 
Các hệ thức sau đây được trực tiếp suy ra từ các định nghĩa (H.10) : 
_—_ #r =c0s06,+sinÖểy ; 6o = —sinÐể, + cosÖy ; 


x=rcosÔ; y= rsin8 ; r = 4x? +ự?, 


⁄° dụng ƒ 


Hình trụ tròn xoay 
Cho một hình trụ tròn xoay có bán kính R Tập hợp các điểm của hình trụ được xác định bởi : 


và trục (Ó2). r=K 
Xác định phương trình của nó theo tọa độ _ Theo tọa độ Descartes, phương trình trở thành : 
trụ và tọa độ Descartes. 2+ y#=e 


` Để tập luyện : bài tập 2 và 3. 

3.5. Tọa độ cầu 

Cho một hệ tọa độ Descartcs (0; £y, £y,e), một điểm ấM và hình chiếu 
của nó lên mặt phẳng (Øxy). 


3.5.1. Cơ sở địa phương 
Cơ sở địa phương trực chuẩn thuận (2„,6p .é„) được xác định bởi (H.11): 


® OM = rẻ,, vớir>0; 


-_8,AOH. H.11. Tọa độ câu. 
x.* 
° sọ = sọ ^ đ. 
Chú ý : 


® áo song song với mặt phẳng (Oxy) ; 
® ốp song song với mặt phẳng xác định bởi (Oz) và OM (H.11). 
3.5.2. Các tọa độ của một điểm 
Các tọa độ cầu (r, 9, (0) của M, theo định nghĩa, là : 
s®r=OM(r>0); 
® 0: góc (e,,e„) được định hướng bởi á„ ; 
e @: góc (Zy,OH) được định hướng bởi £,. 
hú ý : 
* áp chỉ về hướng Ö tăng và eạ về hướng @ tăng ; 


®r không có cùng ý nghĩa như nhau trong tọa độ câu hoặc tọa độ trụ ; 
® rong mọi mặt phẳng @ = cte, r và 6 là các tọa độ cực của điển M H.12. Các mặt phẳng : 
(H.12). z= 0 và 0= cte. 


Các tọa độ địa lí (vĩ độ và kinh độ) đêu được suy ra từ các tọa độ câu : 
® (2) : trục cực nam - cực bắc ; 

® (2x) : trục cắt xích đạo và kinh tuyến Greenwitch 1 

® kinh độ : tọa độ ‹p được xác định trong khoảng giữa -180° và +180° ; 
® vĩ độ 2: .= 90° - Ø; , 

® £„ : đường thẳng đứng tại một chỗ (hướng lên cao) ; 

® c¿ : hướng về phía nam ; 

s é„ : hướng về phía đông. 

` Để tập luyện : bài tập 1, 4, 5 và 6. 


3.6. Thời gian 


3.6.l. Giả thiết về thời gian tuyệt đối 

Thuyết động học cổ điển đã tiên đề hóa rằng thời gian trôi qua như nhau 
đối với mọi người quan sát. Khoảng thời gian giữa hai biến cố không phụ 
thuộc vào người quan sát. 

3.6.2. Xác định một thời điểm 

Một thời điểm gốc và một đơn vị thời gian lập thành một hệ tọa độ thời 
gian. Mọi thời điểm đều có thể được xác định bởi một số thực / biểu diễn 
số đơn vị thời gian đã trôi qua tính từ thời điểm ĐỐC. 


4 Khái niệm về hệ quy chiếu 

“nh }= -————ễ_-.-_.S_Ö 
4.I. Tính tương đối của chuyển động 
Chuyển động của một vật thể được nhận thấy theo cách khác nhau bởi hai 
người quan sát đang chuyển động tương đối với nhau. Như Vậy, các đại 


lượng động học không phải là các đại lượng tuyệt đối, mà là tương đối so 
với một lớp người quan sát. 


4.2. Định nghĩa một hệ quy chiếu 

Theo định nghĩa, tập hợp cứng các điểm cố định đối với một người quan 
sát kết hợp với một đồng hồ, là hệ quy chiếu của người quan sát đó 
(ï.13). Ta tiên để hóa sự tồn tại của hệ quy chiếu này đối với mọi người 
quan sát, họ có thể vạch được lúc đó một chuyển động (“động tử M đã đi 
qua điểm cố định P, ở thời điểm ¿”). 


Đồng hồ 


4 H13. Hệ quy chiếu của một 
người quan sát. 


Chứ< : 

e Thời gian, với giả thiết là đông nhất cho mọi người, cùng với tập hợp 
cứng của các điểm được gắn liên vào một người quan sát là đủ để xác 
định hệ quy chiếu của người đó. 

se Thực tế, chỉ cần một hệ tọa độ không gian gắn vào người quan sát là đủ 
để đặc trưng cho hệ quy chiếu. 

ø Tôn tại vô số hệ tọa độ gắn vào một hệ quy chiếu cho trước ; mọi điển 
gốc cố định và mọi cơ sở được cấu thành từ các vectơ không đổi, đều phù 
hợp với người quan sát đó. 

Lấy ví dụ hệ quy chiếu Trái Đất #„ gắn vào mặt đất mà ta giả định là cứng. 
Trong vô số các hệ tọa độ, ta có thể sử dụng hai tọa độ Descartes #®„ và 
®;, cả hai đêu gắn vào ?â; : 


082.2 O : tâm Trái Đất 
#(0: 2i yi8z) (Oz) :trục cực bắc - cực nam 


H.14. Ví dụ về các hệ tọa độ gắn 
vào mặt đất. 


bŸ 


điểm gắn vào mặt đất 
€, : hướng theo bán kính Trái Đất đi qua P 
x ' hướng về phía nam 
y - hướng về phía đông 
Thông thường, #„ được dùng ở quy mô Trái Đất, còn #®; được sử dụng ở 
lân cận điểm P (H.14). 
4.3. Quỹ đạo của một động điểm 
Cho # là một hệ quy chiếu và É là một động điểm, thì ở mỗi thời điểm 
luôn tôn tại một điểm cố định của # có vị trí trùng hợp với vị trí của M. 
Tập hợp các điểm trùng hợp đó tạo thành trong # một đường liên tục gọi 
là quỹ đạo của M. H.15. Ánh sáng lờ mờ do khí loãng 
Ý tưởng về quỹ đạo được thể hiện đây đủ bởi dấu vết mà động điểm để _ phát ra đã cụ thể hóa quỹ đạo của 
lại: các viên sỏi của cậu bé tí hon là những điểm cố định của hệ quy chiếu các electron. 
Trái Đất và dãy sỏi đó đã cụ thể hóa quỹ đạo của cậu bé. 

Quỹ đạo chỉ được xác định đối với một hệ quy chiếu xác định. 


⁄? dụng 


Mâm quay 
Ở hội chợ phiên, một người quan sát C 
đứng trên mặt đất nhìn một mâm quay. 
Người đó quan sát một con ngựa gỗ A 


1) Hãy vạch : 

a) Quỹ đạo của A trong ®; và trong ®c ; 

b) Quỹ đạo của C trong ®g. 

2) Xác định, đối với một vòng của mâm quay : 

a) quãng đường B ải qua trong #®c 

chuyển động lên xuống theo đường thẳng  b) quãng đường C đi qua trong #8; 

đứng so với mâm quay và một xe ôtô mưi - 1) a) Trong ##, A có một chuyển động lên xuống 
gấp B, cố định vào mâm quay (H.16). thẳng đứng, dọc theo một trục cố định. : 

Trong #c, A đi theo một đường dao động thắng đứng 
xung quanh một vòng tròn nằm ngang. 

ị ` ÿ b) #; cũng là hệ quy chiếu gắn với mâm quay. C ở 
mâm một khoảng dạ = Šm và người q41 cách trục của mâm quay một khoảng cách không đổi. 
sát C ở dc = lũm. C vạch trong #; một vòng tròn bán kính đ.. 


Cho #®„, #y và ®c là các hệ quy chiếu gắn 
vào A, B và C. Xe B ở cách trục quay của 


2) a) Trong #-, cứ mỗi vòng, B lại chạy  b) Trong ##s, sau mỗi vòng vị trí của C lại y hệt trước. 
qua được một vòng tròn bán kính đ;, nghĩa € vạch một vòng tròn do sự quay của mâm quay, 
là một quãng đường dài 31m. nghĩa là một quãng đường dài 63m. 


‡ 
ị 
ị 
‡ 


`, Quỹ đạo của A 


Quỹ đạo của ngựa A nhìn từ Ð 
“ nhìn từ C v 
„e« Quỹ đạo của 
rZ nhìn từ € 
Quỹ đạo của xe 8 Ệ 


H.16. Mâm quay. 
` Để tập luyện : bài tập 13. 


5 Phép lấy đạo hàm của một hàm vectơ 


5.I. Định nghĩa Nụ 

Cho Ủ(¿) là một đại lượng vectơ phụ thuộc vào biến số š. Đạo hàm của ù 

U đối với š là (H.17) z§ ` b H.17. Độ biến thiên của một vectz 
4U _ lim U(ễ + AŠ) - U(¿) có độ dài không đổi, trực giao với 
dễ — A£=0 A£ n. 


Đạo hàm của một đại lượng vectơ phụ thuộc vào hệ quy chiếu. 

Khi nào cần thiết phải xác định rõ hệ quy chiếu mà trong đó ta thực hiện phép 

lấy đạo hàm, thì ta kí hiệu lỗ) là đạo hàm của Ú đối với š ở trong #. 
r# 

Trong cả phần tiếp theo của chương này, %# biểu diễn hệ quy chiếu của 

người quan sát (hay hệ quy chiếu khảo sát), và hệ tọa độ Descartes 

(0:Z,,Zy,£,) là cố định đối với #. 


5.2. Tính chất 
Ta thừa nhận các tính chất sau đây là những chuyển vị của các tính chất 
cổ điển của các đạo hàm cho các hàm vectơ : 


snếu W(¿) = 2(Z)Ú(¿) thì Nợ = 2.Ũ + bộc: 
dW _dÖ da. 


snếu IW(¿) = U(#£) + Ÿ(£), thì Ea “hay: 


snấu XÉ}Š ÖịatPj#J2ay #ev dỡ sợ pg;e2: 
nếu A(£) = Ủ(£).Ÿ(£), thì be liát/6£7® 

h 7 Ữ ,dW 4d gu, 4 
nếu W(£) = U(£) ^ V(£), thì dễ = dc AV+UA^A mà 


5.3. Đạo hàm của một vectơ có độ dài không đổi 
Cho Ủ(£) là một vectơ có độ dài U không đổi. Vectơ này không phải vì 
thế mà là không đổi, vì hướng của nó có thể thay đổi. 
2 g 
KƯNG -# (0) = 0. Vậy nên 20.2 .« 0. 

dệ _ dễ dễ 
Đạo hàm của một vectơ có độ dài không đổi thì trực giao với vectơ đó 
hoặc bằng không. Đó là trường hợp của các vectơ đơn vị. 


5.4. Biểu thức đạo hàm theo tọa độ Descartes 
Hàm vectơ Ủ(£) được biểu thị theo : 


Ủ =U,ẽ, +Uyễy +U;ẽ,. 
Vì ¿„,£y và ¿, đều không đổi trong # , nên đạo hàm của Ủ trong # sẽ là : 


(£] `dU,_.  đŨy_ 4U, _ 
— =——-£€y;+———‹y +——-°,. 
đệ )„ để đỆ đệ 


THƯ VIÊN 


5.5. Đạo hàm của các vectơ của cơ sở địa phương 
trong tọa độ trụ 

Xét một điểm M chuyển động đối với ® và cơ sở địa phương (ể;, ểo ` 

gắn với M. —— 

Đối với một người quan sát gắn với ®, các vectơ £„ và ¿ạ phụ thuộc vào Ø 

và đạo hàm của chúng khác không (/H.18) : 

đẻ 


r 


đ„ = cosØêy + sin Đềy chota:| ) =sin Đế, + cos 6 ềy; 
/® 


= XE = để = _a2 
đạ =—sinØÐ6, + cosØ 6y cho: (S . =—c0sÖẽ, — sin8 ếy. 
1# 


Trong tọa độ trụ, các vectơ của cơ sở địa phương phụ thuộc vào Ø 


Hề, = 6a và dế; =-&p. 
dØ }„ d0 j„ 


Chú ý là ta đã biểu thị vectơ đạo hàm đối với hệ quy chiếu # theo một cơ 
sở chuyển động đối với #. 

Có thể lại tìm thấy các kết quả trên theo cách kém chặt chẽ hơn, nhưng lại 
cụ thể hơn. 

Trong một phép quay nguyên tố dớ, đầu mút vectơ đơn vị £„ vạch một 
đoạn d6, trực giao với £„, nên : 


: để, —_ Ó ND 0U M 
để, = 468, và TT = Si đề, - -dØẽ, và Kì =-~,. 


6 Tọa độ cong 


6.I. Hoành độ cong 


Cho một đường cong I` gắn vào hệ quy chiếu + (7.19). ` có một điểm 
gốc A và một chiều dương trên đường đi. Vị trí của một trong các điểm M 
của nó có thể được xác định bằng một số thực duy nhất s : 


e l;Í = chiều đài của cung cong AM : 


s s > 0 nếu sự chuyển dời từ A đến / đi theo chiều dương và s < 0 trong 
trường hợp ngược lại. 


A là một điểm cố định trên một đường cong T. Hoành độ cong của 
điểm 4M trên [` sẽ bằng số đo đại số của cung AM. 


6.2. Vectơ đơn vị tiếp tuyến 


Chú ý rằng 7 là vectơ đơn vị tiếp tuyến với đường cong I" và định hướng 
theo chiều dương (/7.19). 


Cho một độ dời nguyên tố từ #, và Ø là một điểm cố định trong ® : 
e dOM biểu diễn vectơ đô dời nguyên tố ; 
® ds biểu diễn số đo đại số của cung mà 40M là dây cung. 
Ta thừa nhận rằng đÖM = đšŸ và do đó : 
dOM 


Vectơ đơn vị tiếp tuyến là 7 = Ko 
§ 


6.3. Bán kính cong 

Vectơ đơn vị tiếp tuyến 7, thẳng góc với đạo hàm của nó theo hoành độ 
cong s. 

Bán kính cong R và vectơ đơn vị pháp tuyến của quỹ đạo được xác 
KT CÓ 

d R 


Ta sẽ đặt R:> 0. Với quy ước này, W luôn luôn hướng vào phía trong của 
chỗ lõm. 


định bởi : 


Chú ý : 
e Nếu đường cong T gân như thẳng, thì phương của †` biến đổi chậm theo 


3, nên nhỏ và [RỊ lớn. 


e Ngược lại, giá trị tuyệt đối của bán kính cong lại nhỏ trên một đường 
rất cong. 

e Tên gọi “bán kính cong” bắt nguồn từ R là bán kính của vòng tròn tiếp 
cận tốt nhất với đường cong ở lân cận điển M. Đặc biệt, bán kính một 
vòng tròn trùng với bán kính cong của nó (xem áp dụng 3). 


TÁM?) 


T(M) 


H.19. Vectơ đơn vị tiếp tuyến và 
đạo hàm của nó ; d = MM'. 


H.20. 


o.4. Cơ sở địa phương hay cơ sở Frenet 

Cho 8=? AN. Cơ sở trực chuẩn thuận (7,W,) theo định nghĩa, là cơ 
sở FRENET kết hợp với điểm M. 

B cũng pháp tuyến với [` và, nếu đường cong là phẳng, thì Ñ sẽ ở trong 
mặt phẳng của đường cong và Ö sẽ pháp tuyến với nó. 


H.21. Cz sở FwzMer (T.N,B) là 


trực chuẩn thuận (B =TA Ñ). 


⁄T°p dụng 2 


Tọa độ cong trên một vòng tròn 


Cho một vòng tròn 
tâm O, bán kính a và 
nằm trong mặt phẳng 
(O0). 

1) Viết biểu thức của 
hoành độ cong trên 


Ta xác định điểm gốc ở A và định hướng vòng tròn 
(H.22). 


1) Hoành độ cong trên vòng tròn này là : 
# = a8(Ø bằng rad). 


2) Cơ sở FRENET được suy ra từ cơ sở địa phươu, 


vòng tròn đó theo 6. (S„, 6p, 6;) của các tọa độ trụ : 


2) Xác định cơ sở 
FRENET đối với một 


T =6a,N = -,và B = £.. 


diểm. đT đĩ dØ9 dz; 1 ý | 
3) Xác định bán kính đdg g d9 dvy n -dø a Iu ac 
cong tại M. H.22. ' 


nhưng 


dễ = +TÑ,dođóR=a 
đds R 


7 Vận tốc của một điểm 


7.I. Vectơ vận tốc 
Cho một điểm cố định Ø trong hệ quy chiếu %. Veclơ vạn tốc của 
động điểm M đối với hệ quy chiếu đó là : 
ờ 40M 
M =|—— : 
"Ma En 
l3 


7.2. Đạo hàm đối với thời gian 


Thông thường, việc lấy đạo hàm đối với biến số thời gian được kí hiệu 
bằng một chấm : 


7.3. Biểu thức trong tọa độ cong 


Ta hãy xác định vị trí của M theo hoành độ cong s trên quỹ đạo 7"của nó 
(H.23). Vị trí của M là một hàm số của s (s = AM), và s là một hàm số của 


thời gian f : 
2 doM| '|d0M|_ d 
1(M)¿„= = ; 
nha En đg En 

/# I# 
nhưng, ¬ = T : vectơ đơn vị tiếp tuyến với quỹ đạo ; do đó : 
đ ... ) 
Trong tọa độ cong, vectơ vận tốc có biểu thức : 


P(M)„„ = šT 


người quan sát 


H.23. Vectơ vận tốc : Y(M) = 


Chú ý : 
Vectơ vận tốc tiếp tuyến với quỹ đạo. 


7.4. Vận tốc (vô hướng) 


Đại lượng vô hướng $ biểu diễn vận tốc theo ý nghĩa thông thường của 
thuật ngữ, ví như vận tốc đo bằng tốc độ kế (“đồng hồ đo tốc độ”) của một 
chiếc xe. 
Kí hiệu vận tốc là w(M),„ø, ta có thể đặt : 

w(M)¿@= š và ñ(M),g = v(M),g. 
Tùy theo ngữ cảnh, từ “vận tốc” có thể chỉ vectơ ÿ(M),ghay vô 


hướng v(M),„. 


7.5. Kí hiệu đơn giản hóa 
Khi không xảy ra hiểu nhầm lẫn lộn về hệ quy chiếu và về động tử, thì 
người ta thường dùng các kí hiệu đã được đơn giản hóa như : 
1 ° 
S6 dư, 
dĩ 


7.6. Trường hợp của chuyển động đều 


Một động điểm sẽ chuyển động đều, nếu vận tốc (vô hướng) không đối 
Quãng đường đi /, vận tốc +' và thời gian đi đường + liên kết với nhau theo : 


l&wt: 


⁄T°p dụng ⁄ 


Một chỗ ngoặt nhanh 
Một người bộ hành dang đi đạo trên một con 
đường thẳng thì nhận thấy có một người bù nhìn ở 
giữa cánh đông, cách xa đường đi một khoảng 
cách d. Người đó quyế: định lại gản để xem và đi 
vào cánh đồng ở điểm F (H.24). Người bộ hành có 
vận tốc Vụ trên đường và vận tốc vs trong đông (v, 
và 02 đêu khong đö1), 
Xúc cịnh vị trí của P để thời gian đi đường là cực tiểu. 
Cho Ø là vị trí ban đầu. Quỹ đạo gồm hai đoạn : 
OP và PB có chiều dài ¡¡ và !›. 
Thời gian đi đường là t =1; + tạ với : 
l}t 3. b 
Tfị = —— VÀ rạ = <<. 
MỊị M2 

Đối với một điểm P cho trước thì t¡ và r; là cực 

tiểu nếu /¡ và /; là cực tiểu, nghĩa là nếu cả hai 

đoạn đường đó đều thẳng. Gọi /# là hình chiếu 

của Ö lên con đường, /¿ là chiều dài ØH và x là 

chiều dài PH. 


`... 1 


Y 


H.24. 


7.7. Biểu thức trong tọa độ Descartes 


OM = vẻ, + yểy +zZ.. 


Trong tọa độ Descartes, vectơ vận tốc ý có biếu thức : 


#(M)¿„ = xế, +}ểy + 3y. 


1 là hàm số của ‹v : 


lạ =3 bu ý? +42 
MỊ M2 ' 


T(VÀ 


Nghiệm tương ứng với cực tiểu của t(x) được 


xác định bởi đR = 0, do đó : 


(LÝ 


@=PH= 


Biện luận và kiểm nghiệm : 

e Nếu w; > vị thì t(x) là một hàm giảm đơn 
điệu của x. Như vậy người bộ hành sẽ có lợi 
khi đi vào cánh đồng ngay. 

e Nếu w; tiến về 0, thì lúc đó, người bộ hành 
phải giảm cực tiểu đường đi trong đồng và P 
tiến về H. 

+@) 


x(m) 
À5 sáu ——— 
Ù 20m 40 60 80 100 
H.2ã.  v) với l,= 100m, d = 50m, 
w = 10m.v7, vy = 0,50m.A 7”, 
xX„ = 29m để r„ = 1874. 


m 


Chủ ý : 
Các thành phần của vectơ vận tốc là các vận tốc chuyển đời của các hình 
chiếu của M lên các trục. Trị số của vận tốc có biểu thức : 


v(M}¿ = 32 + ÿ2 + 22. 


⁄°h dụng Ở 


Chuyển động parabôn Tuy không định rõ hệ quy chiếu nhưng đề bì 
ụ Một động điển M vạch một đường parabôn có đã giả định ngâm là các trục (Ox) và (Oy) để 
phương trình : cố định đối với # và kí hiệu đơn giản đưọ 
y= øx?(ø > 0). Vềng hộp lệ: 
j , F tà y là hàm số của x và x là hàm số của ¿, do đó : 
Thành phân vận tốc v, của nó là không đổi. 
Xu 2# N.. Ñ = dy dy 
Xác định v, và vận tốc v theo hàm số của x. Vy = ———. Vậy : Vy = 2010, ; 
.dX. đt 
vy tăng tuyến tính theo hàm số của x. 
V2 2 
v?e v?(1 + 4z?x?). 


Ý H26. Quỹ đạo parabôn. 


7.8. Biểu thức trong tọa độ trụ 
Muốn xác định vị trí của điểm /M, ta có biểu thức sau đây (H.27) : 
: OM = rẽ, + zể.. 
Đối với người quan sát được gắn vào %, thì z„ là hàm số của 0, và 6 là 
hàm số của thời gian (xem § 5.5.), vậy : 
ẻ, tög: H.27. Tọa ni trụ. 


lổ,, 
W(M),g = ể, + Ẳ 
dĩ 


lồ, lề, Ị 
Hay : t3 -(%) để “ân, đoáố: 

đt Jy dØ jụ dt 
Trong tọa độ trụ, vectơ vận tốc có biểu thức : 

W(M)gạ =È8, + rổ8p + ¿ẽ.. 

Vectơ 9(M)/øạ được xác định trong % và ta đã biểu thị vectơ vận tốc đó 
theo cơ sở địa phương linh động trong #®. 
Nhất thiết phải phân biệt rõ hệ quy chiếu được định nghĩa và cơ sở của 
phép chiếu. 


* Để tập luyện : ví dụ 7. 


7.9. Sự tổng hợp (hay sự chồng chất) các vận tốc 


Vị trí của điểm M trong không gian được xác định bởi ba tọa độ. Có thể 
chứng minh rằng vectơ vận tốc của M bằng tổng các vectơ vận tốc mà ta 
sẽ thu được bằng cách làm thay đổi lần lượt, chỉ một trong các tọa độ 
(H.28). 
Ta chi nhận tính chất này và kiểm chứng nó đối với các tọa độ trụ. 
e Nếu chỉ duy nhất r biến đổi, thì động điểm vạch một đường thẳng, nghĩa 
là: ñ(M)¿4 =Ÿ,„ = fẽ,. 
e Nếu chỉ duy nhất Ô biến đổi, thì động điểm vạch một vòng tròn với vận 
tốc rÔ định hướng theo øạ (1.28), nghĩa là : ÿ(M),q = ÿa = ra. 
e Nếu chỉ duy nhất z biến đổi, thì động điểm vạch một đường thẳng, nghĩa là: 
ñ(M)yg =Ÿ. = 28, . 
Biểu thức tổng quát của vectơ vận tốc cho phép kiểm chứng là : 

ñ(M)g = Ÿ, +ĩg +, 
Ngay từ bây giờ, cần lưu ý là tính chất chồng chất này không thể trực tiếp 
áp dụng cho vectơ gia tốc. 


H.28. Quỹ đẹo của M khí r và : 
không đổi. 


ZT°p dụng Ø 


Vectơ vận tốc trong tọa độ cầu 


Cho hệ tọa độ Descartes (0; ểy, ếy, ẽ.) gắn với Ø, 


biểu thị V(M)¿gạ trong tọa độ cầu. 


Nếu chỉ mình @ bi. đơi, thì dụng điểm vạch 
một vòng tròn bán:kính rsinÓ, song sp với 
mặt phẳng (Oxy), ` đi vận tốc góc Ø. Vậy : 


Nếu chỉ mình r biến đổi, thì động điểm vạch một 
đường thăng, vậy : 

ũ, =É,. 
Nếu chỉ mình 9 biến đổi, thì động điểm vạch một 
vòng tròn bán kính r với vận tốc rÖ, nên : 


Ủạ = rÖBạ. 


H.29. Vòng tròn do M vạch ra khi r và ọ không đổi ; 


mặt phẳng của vòng tròn là mặt phẳng (0; H,£. ). không đổi. 


Vụạ =zsin 606„. 


Áp dụng sự chồng chất các vận tốc. ta Zược : 
W(M}g = Ÿ„ + Vọ + th, npiia là, 
ÿ(M)„ = lở, + rÖủc + rsin 0Ö, 


trong đó 7 là vectơ vận tốc trong tọa độ cầu. 


NÀj 


H.30. Vòng tròn do M vạch ra khi r và Ø 


8 Vectơ gia tốc 


8.I. Định nghĩa 


Vectơ gia tốc của M đối với hệ quy chiếu £® là : 


d dÿ(M),„ 4?0M 
M)mø =|— “| = . 
a(M)¿„ En }, d2? vẻ 


Duy nhất chỉ có một chuyển động vừa thẳng và đều là chuyển động không 
có gia tốc. Chuyển động đều (vận tốc không đổi), nhưng không thẳng là 
chuyển động có gia tốc, vì phương của vectơ vận tốc thay đổi (H.31). 


H.31a. Vận tốc: v tăng. H.31b. Vận tốc v đều. H.3lc. Vận tốc v giảm. 


8.2. Biểu thức trong tọa độ cong 


Ta xác định vị trí của một động điểm Ä⁄ bằng hoành độ cong s trên quỹ 
đạo của nó cố định trong #. 


Cho (. N, 8) là cơ sở địa phương của FREMET và # là bán kính cong. 


ÿ ¿ đt “da đÀ' - ấT + ị “bị 
dt dị 
7 là hàm số của s và s là hàm số của thời gian /, nên : 
4 ⁄2 
T n ko VỆ, VỀ d=6 +*—ÄÑ. 
dt — ds R 
Trong tọa độ cong : 
In 2. GỂn Án 
ã(M)j„ = 9Ï + —N = šT +—N. 
(M)¿¿ R P 


'Vectơ gia tốc phân tích thành : 

e một thành phần tiếp tuyến bằng đạo hàm của vận tốc v(¡). 

s một thành phần pháp tuyến gắn với độ cong của quỹ đạo và hướng về 
phía trong chỗ lõm. 


8.3. Biểu thức trong tọa độ Descartes 
Trong tọa độ Descartes : 
ä(M),„ = Xếy + Ÿềy + 2E„. 


⁄? dụng ⁄ 


Chuyển động parabôn đều Lấy đạo hàm các biểu thức về + và ÿ đối với 
Một động điển M vạch một đường parabôn có thời gian : 
phương trình : ¬ 2z? xi 
biệt: 2Ä =T— TC TT — và ÿ = 2øi2 + 2i: 
vy= (1+4z?x?) 


với vận tốc không đổi v. 
Xác định vectơ gia tốc của nó khi nó đi qua điển 


nhưng tại điểm Ó : x = 0 và š = v. Vậy ở thời 


o điểm mà động điểm M ở Ó, ta có : 
Khi không sợ nhầm lẫn, ta chấp nhận các kí hiệu ả= 2œ?¿,. 
đã giản lược: ". Vectơ gia tốc thực sự thẳng góc với quỹ đạo 
vˆ =‡“ +ÿ“ và ÿ= 2œở, (vận tốc không đổi) và bán kính cong của 
v2 parabôn tại Ó là : 
do đó: ‡? =————— 1 
1+4a?x? R=—. 


8.4. Biểu thức trong tọa độ trụ 
Đối với một người quan sát của #®, thì hệ tọa độ Descartes (0; vuey,£-) là 


đứng yên. Các vectơ ¿„ và ạ đều là hàm số của 9 và 9 là hàm số của thời 
gian. Cho : 
để, —› đề¿ 


= đ¿ và —“ = -&,; 
Bộ, Di hy k 
Nhưng ÿ(M)¿g„ = Zế; + rÖềg + 2ể;, do đó : 
„ sc h $ „đến .. 
“ha Fể, + Xe Ø8ạ + rÖềạ + rô “St + Zẽ,. 
dị đt dĩ ' 
Trong tọa độ trụ : 


ã(M)¿„ = (È - rÖ?)ẻ, + (rổ + 2Ó)¿a + #ê,. 
Chú ý : 
Lưu ý một dạng khác đối với số hạng thứ hai : 
3#. 3u. 4 đ 2a 
28 =——(r“8). 
r8 +28 = (r“8) 


Đối với gia tốc không có định luật chỏng chất giống như định luật 
chồng chất các vận tốc : 

ä(M),„ không bằng tổng các gia tốc mà ta nhận được bằng cách làm 
thay đổi lần lượt chỉ một tọa độ. 


9 Nghiên cứu chuyển động tròn 


Cho một vòng tròn tâm Ø và bán kính E, cố định trong ® và trên có một 


động điểm chuyển động với vận tốc v (//.32). 


2ø 


H.32. Chuyển động tròn 


9.1. Vectơ vận tốc 


W(M)¿„ = vĩ. 
Trong tọa độ cực : 
7(M)„ = R& 


9.2. Vectơ gia tốc 


=) Sa TỰ 
ä(M),g = ŸT +, 
Nếu M vạch một vòng tròn tâm O và bán kính  : 
2 
ä(M),„ = R62£„ + RÖềy = tu 
9.3.Trường hợp chuyển động tròn đều 
Nếu Ô là không đổi, thì vectơ gia tốc có dạng rút gọn : 
2 
ã(M),„ = -R6?#, = r“ 
Trong trường hợp này, gia tốc là gia tốc hướng tâm. Nếu gia tốc bằng 
không, thì động điểm chuyển động theo quỹ đạo thẳng, tiếp tuyến với 


vòng tròn. Để giữ cho quỹ đạo tròn, thì ở mỗi thời điểm phải làm lệch 
vectơ vận tốc về phía tâm. 


⁄T° dụng Ø 


Máy quay li tâm 
Trong khi huấn luyện, để cơ thể quen chịu đựng 
các gia tốc lớn lúc cất cánh và lúc bay vào khí 
quyển, người ta đặt các nhà du hành vũ trụ lên 


Nhưng Jya¿„~! =2 


127 1 


tr. mìn— 


60 


một ghế ngôi cố định ở đâu mút một cái cân chiêu ` nên @=33tr.min” (33 vòng/phút). 


dài l, quay với vận tốc góc (0. 


Với các dữ liệu số cho trên, máy tính sẽ hiển 


Tính œ ra số vòng trong một phút, nếu Ï = 5,0m và _ thị kết quả sau : 32/747266. 


nếu gia tốc đạt được có giá trị 6g. 
Dữ liệu : g = 9,8m.s”. 


Đây là một chuyển động tròn đều : 
@Ÿ! = 6g, 
do đó : œ=3,4(3) rad.s1, 


Nhưng các số liệu chỉ gồm hai chữ số có nghĩa : 
5,0m có nghĩa là khoảng cách bằng 5 mét, với 
một giới hạn về độ không chính xác cỡ 0,1m. 
Trong kết quả, tất cả các chữ số ở bên ngoài 
chữ số thứ hai đều vô nghĩa, vì chúng nằm 
trong giới hạn độ không chính xác gắn với tính 
chất gần đúng của các dữ liệu trong đề bài. 


Nói chung, chúng là dữ liệu kém chính xác 
nhất trong các dữ liệu quyết định độ chính xác 
của kết quả. 


I0 Đồ thị v(t) 


Ta vẽ đồ thị biểu diễn sự thay đổi của vận tốc v của một điểm theo hàm số 


của thời gian / (H.33). 


Độ dốc của tiếp tuyến bằng = 5 
t 


Chú ý rằng đại lượng này chỉ bằng gia tốc trong trường hợp chuyển động 
thẳng. Đối với một quỹ đạo cong, thì phải kể thêm thành phần pháp tuyến 


của gia tốc“ 


Quãng đường ! đi được giữa các thời điểm ¡, và r; được biểu diễn bởi diện tích : 


® 
L= la 


kì 


⁄? dụng v⁄ 


Chuyển động thẳng nhanh dân đều 
Cho một động điểm chuyển động với gia tốc không 
đổi a, dọc theo trục thẳng (Ox). Các điêu kiện ban 
đâu lúc t = 0 là : 

x(0) = xạ và v(0) = vạ. 

1) Lập phương trình chuyển động theo thời gian 
x(t). 
2) Chỉ rõ rằng số gia của bình phương vận tốc tỉ 
lệ với quãng đường đi được. 
3) Chỉ rõ rằng các quãng đường đi được trong 
những khoảng thời gian liên tiếp và bằng nhau, 
lập thành một cấp số cộng. 
Hai phương pháp có thể được chú ý tới : 
e tính v(z) rồi tính x(z) bằng phép lấy tích phân. 
e sử dụng đồ thị v(z). Ta chọn giải pháp đồ thị. 


0 t t 
H.34. Chuyển động nhanh dân đêu. 


H.33. Biểu diễn đô thị của quãng 
đường đi được. 


1) x - xọ = điện tích của hình thang O8ŒD 


sa t[vọ + (vọ + af)]. 


WC: 
nên : x= sat + vọf + Xọ. 
2) Thay thế ¿ bằng ` —?, thì khi đó : 
2 _ 2 
x—xp == “Ù (vụ + v) = c0, 
a 


Vậy : v2 — vệ = 24(x - xạ). 
3) Cho xị, xạ,... , xạ là các hoành độ ở các thời 
điểm 0\, ty = !ị + t,..., fạ = tị + (n - lt, 
Sự phân tích đồ thị chứng tỏ rằng với mọi giá 
trị của ¡, ta có : 

(xại - X;) - (X, - Xịi) = ớt”, 


¬Ý 


H.35. Các diện tích được biểu diễn đêu bằng 
nhau. 


` Để tập luyện : bài tập 8 và 9. 


|[Tế- đồ 


II.I. Không gian các vận tốc 
Vectơ vận tốc của một điểm ấ trong % có thể được kết hợp với một điểm 
? được xác định như sau : 

ÓP = v(M)¿g. 


P không phải là một điên: trong không gian các vị trí. Nó vận động trong 
một không gian khác : không gian các vận tốc (H.36). 


II.2. Định nghĩa tốc đồ 

Trong một hệ quy chiếu ®, tốc đồ chuyển động của một động điểm là quỹ 
đạo của một điểm liên hợp trong không gian các vận tốc. 

e Vectơ gia tốc bằng với '“vận tốc” của P. 

e Tốc đồ của một c!.:: zển động thẳng đều rút gọn về một điểm. 


vẠ 


~ 


H.36a. Quỹ đạo trong không gian H.36b. Tốc đồ trong không gian 
các vị tí. các vận tốc OÖ, = ị. 


` Để tập luyện : bài tập 12. 


ĐIỀU CẦN GHI NHỚ 


E Các hệ tọa độ thường dùng là : 
se tọa độ Descartes (x, y, z) ; 
s tọa độ trụ (r, Ø, 2) ; 
e tọa độ câu (r, đ, 0). 
8 Một chuyển động hay đạo hàm của một đại lượng vectơ chỉ được xác định đối với 
một hệ quy chiếu (hay một người quan sát) xác định. 


I Đạo hàm của một vectơ có độ dài không đổi thì trực giao với vectơ đó hoặc bằng 
không. Đó là trường hợp của các vectơ đơn vị. 
Trong tọa độ trụ hay tọa độ cực, các vectơ của cơ sở địa phương phụ thuộc vào 0 : 
đề đe 


than: 26/914 9,—-) và “2 =< -£,, 
d7 5Ô” g8 qmaf 


m= TỌA ĐỘ CONG 


se A là một điểm cố định của đường cong 7; hoành độ cong s của một điểm 3 trên 7" 
thì bằng số đo đại số của cung AM. 


e Vectơ đơn vị tiếp tuyến 7, vectơ đơn vị pháp tuyến Ý và bán kính cong R phải sao cho : 


và ÊF  JnÑ 
đs s  R 


m VECTƠ VẬN TỐC VÀ VECTƠ GIA TỐC 
e Cho Ø là một điểm cố định của hệ quy chiếu #% : các vectơ vận tốc và gia tốc của 
điểm M trong hệ quy chiếu % là : 
: 40M - 20M 
ñ(M)„z = c3 và ã(M),„ = (2) 
la đc Jạ 
s Tọa độ cong 


M được xác định vị trí bởi hoành độ cong s trên quỹ đạo F' của nó trong ®„ các vectơ 
này có biểu thức : 


„2 
>—Ñ. 


P(M)¿g = šÏ và ä(M)¿x = šT + š 


e Tọa độ Descartes 

f(M)jạ = Yếy + jếy + ỞŠ, và ã(M),g = #ếy + Yếy + #ể,. 
e Tọa độ trụ 

W(M)¿g = tế, + rẺa + ¿é, và ä(M),g = (È - rô? )ẻ, + (rổ + 2PÖ)¿ạ + Öề,. 
e Nếu gia tốc ä bằng không, thì vận tốc ? là không đổi và quỹ đạo là thẳng. 
e Chuyển động tròn 
Nếu M vạch một chuyển động tròn tâm Ø và bán kính #, thì ta có : 
2 

ÿ(M)jạ = Rửề; và ä(M)¡ạ =—Rô?ẽ, + RỖä; = rˆứ + ểp. 

Nếu vận tốc góc ổ không đổi, thì : 


ä(M)¿„ = -Rô?š, = _.. 


đài tập có lời giải 


hd ^ SN ỐC 
Chuyển động xoắn ốc 
ĐỀ BÀI : 
Cho một đường xoắn ốc thẳng xác định trong tọa độ trụ theo các phương trình : 
r=Rvàz=hØ_ (h không đổi) ‡ 

và được định hướng theo chiều 9 tăng. Gốc là điểm được xác định vị trí 
bởi z = 0. 

1) Xác định hoành độ cong, bán kính cong ®, và cơ sở FRENET (Ÿ, Ñ, 8). 
Z) Trên đường xoắn ốc này có một điểm # chuyển động với vận tốc 


2nh 


không đổi v. ẹ “hh—> 

a) Xác định vectơ vận tốc và vectơ gia tốc. 

b) Vẽ tốc đồ. 

HƯỚNG DẪN LỜI GIẢI 

Phương pháp tiến hành nhà sau : 1) OM = R, + zẽ, 

„„ dOM „„ LÔ — Š —= .t 

1) Tính ——— để suy ra = dOM để, .ldy - `. Š . dOM_ dOM ds - dl$ 
d9 d0 =R——+—c. = Reạ+ hẻ., và ¬ =T— 

và Ï d0 d9 d0 - » dø dy dØ d0 


\ Chai" l) B2 
đT: ta - Đồng nhất hai biểu thức trên ta được : “`- = |Ró¿+ nẽ.| = ý&? + 0Ÿ 
Tính — để suy raÑ, và N. dØ 
d Rổạ+ hế. 


K kÀ 2 vàv£ 
Nhớ rằng các véctơ ẻ, và sa|†‡= 0 nếu Ø=0, vậy s = ØVRˆ + hˆ và 7 = NP-VET/ 
Rˆ.+h 


đêu là hàm số của 6. 


--IỆ VẢ, I0... CA g SP dỏ đó : 
d0 VR2 +2 d8 ds "p3 +#2 ' l 
đ _ đĨ d9 _— —R_— dã, R 


do dØ dị R2+h2 do R?+h2 
Theo định nghĩa, L4 = là Ñ, Vậy : 
đề Ñ 


2 2 Z2 _— hZ 
Ñ=-Z.,R ¡Ẻ +ñh và Š =FAÑ= Re.~ hến 


0Ù R ÝR? +!? 


2) a) Để tính vận tốc và gia tốc, | 2) a) Phương pháp thứ nhất : sử dụng các kết quả ở trên : 


ta có thể, hoặc sử dụng các: kết , '$ Rẽạ+hẽ.- _ v2 - y2.(Mù 
quả ở trên, hoặc sử dụng các | ® 9 = VĨŨ =w—————E và d = Thời =SN 
biểu thức của ÿ và ä trong tọa độ R?+h? ø Rˆ+h 
trụ. Theo phương pháp thứ hai, | Phương pháp thứ hai : tính toán trực tiếp 
thì phải bắt đâu bằng biểu diễn 9. sụ=/6, +ưrấÊy + 26, = Rổi; + hữt.. do đó : Ö = v 
' R} +? 
Khi đó : ï =————(Rầạ+ hẻ,). 
VR?+ñ? 
` à › 32 - vể cà 
® /,0 và z đều bằng không, đ = -rØ“ẻ,, do đó : ä = TH: Œ„. 
Rˆ+h 


b) Tốc đồ là một vòng tròn song song với mặt phẳng (Oxy), độ cao h và 


Rw 
VR? +ñ2- 
1307 


bán kính ø = 


ỗ. ài tập 
Khi không có các điêu chỉ dẫn thì phải giả định rằng 


hệ tọa độ đang sử dụng được gắn với hệ quy chiếu 
nghiên cứu. Nói chung dùng các kí hiệu giản lược là đủ. 


ÁP DUNG BÀI GIẢNG 


f Điện trường của một hạt tích điện 


Một hạt điểm điện tích g, được đặt tại gốc Ó của một 
hệ tọa độ Descartes sinh ra tại 4 một điện trường mà 
biểu thức trong tọa độ cầu có dạng : 
¬ 1 .vcự2 
Ê(M)=——-+s 
(M) Aneg 12 


Biểu thị E(M) trong tọa độ Descartes. 
® Lời giải 
q 


4Z£o (x2 +ỳ 2+;2342 


Ê(M)= 


(xếy + yếy + Zể;) 


e2 Từ trường của một dây dẫn thẳng 

Từ trường, sinh ra tại M bởi một dòng điện ï chạy qua 
một dây dẫn thẳng rất dài, trùng với trục (z), có biểu 
thức trong tọa độ trụ : 


B(M) = Họ tr nHÓ) 


Họ là hằng số phổ biến. 
Biểu thị B(M) trong tọa độ Descartes. 
® Lời giải 


m Lị 
B(M) = Họ ——> (—Yêy + xềy). 
2m2 * Ờ 


ở Các phương trình của đường xoắn ốc (hay 
đường đỉnh ốc) 
Cho một đường xoắn ốc xác định trong tọa độ trụ theo : 


r=Rvà z=-—6ô. 
27 


Hãy xác định các phương 
trình của đường xoắn ốc 
trong tọa độ Descartes. 
® Lời giải 

21 
x=Rcos—— 

a 
27z 
và y= Rsin—— 
a 


44 Nón tròn xoay 


Cho một nón tròn xoay 
có trục (Óz), và nửa góc 
mở œ. Hãy xác định 
phương trình của nó 
trong tọa độ Descartes 
và tợa độ cầu. 

® Lời giải 

Tọa độ Descartes : 


*, 
|: = cos(0)j v2 + " + xe 


Tọa độ cầu : Ø = œ. 


5Ø Vòng tròn trên một mặt cầu 


Cho một hệ tọa độ Descartes (0;đ„,y 
cầu bán kính Ẩ. 

Trên mặt cầu này, ta vẽ đường cong Ï` được xác định 
trong tọa độ cầu theo Ø = 6y. 

1) Xác định bán kính cong của I”. § 

2) Biểu diễn theo cách đơn giản nhất có thể được các 
vectơ 7, W và B của cơ sở địa phương FRENET kết 
hợp với một điểm M trên Ï”. 

3) Cho A, điểm gốc của T, được xác định bởi ø = 0. 
Xác định các tọa độ Descartes của một điểm có 
hoành độ cong s. 


® Lời giải 
1)T là một vòng tròn bán kính R, = Rsin6, 


,£;) Và mặt 


2) Trong tọa độ trụ : Ï 5â, Ñ=-š,, B=ẽ;. 
Rsin9 ˆ s0) 
; y=Rsin6q sỉ ;z=œ 
Rsin0s 6 Rsin9ọ wr 
Ố Thị sai 


Cho hai hệ tọa độ Descartes có cùng cơ sở (£x, £y,£; ) 


3) x=R sa Lm 


và các điểm gốc Óạ, Ó; phải sao cho Ó¡Ó¿ = để,. 


Các tọa độ cầu của é⁄ lần lượt trong hai hệ tọa độ là 
(Ø4,Ø¡) và (9,0; ), với : 


0 =0;= 0. 
1) Biểu diễn r¡ và r; theo hàm số của z, Ô; và Ô;. 


2) Ø; = Ø, + £ (E << 1 rad). Tìm một biểu thức gần 
đúng dạng ñ = k(Ø,)^. 

£ 
3) Hãy đề xuất một ứng dụng trong thiên văn. 


Nhắc lại : Các cạnh và các góc của một tam giác 


ABC nghiệm đúng hệ thức T P. ..-ke4- „ó4 


CA AB 
® Lời giải 
ñ in 6, 
l)n =a— Siải và r = “2 : 
sin J Ø8; — 6 J & sim | Ø, — 0y J 


4 sin 6) 
2)m= L) 


£ 
3) Cứ sau mỗi khoảng thời gian sáu tháng, trong một hệ qwy 
chiếu gắn với Mặt Trời, một người quan sát trên mặt đất lại 
thấy mình ở hai điểm cách nhau một khoảng a = 3.10!'m. Như 
vậy, người đó có thể xác định vị trí của các ngôi sao gân. 


7 Chuyển động đều trên một đường xoắn 


Một động tử M, chạy với vận tốc không đổi v, trên 
một đường xoắn có phương trình cực : 
r=a8,. 
Biểu diễn vectơ vận tốc của M theo đ. 
® Lời giải. 


vì =¿+r?0? và  = aÖ, do đó: È = 


Jì+ø2- 


v(M)/ø = “— + đạ). 
1+0 


ỡ Cuộc đua nước rút 


Để chạy thử chiếc xe đạp mới, một người đua xe đạp 
tự bấm giờ giữa hai mốc cách nhau một khoảng d = 
100m. Gia tốc cực đại của người đó là a = 1,0 m.s2. 
Khi hãm, thì gia tốc đó về giá trị tuyệt đối, lớn 
nhất là bằng a' = 5,0 m.§?. 

Vận tốc ban đầu và vận tốc cuối cùng đều bằng không. 
1) Giải thích ngắn gọn rằng thời gian là cực tiểu nếu 
chuyển động được phân tích thành một giai đoạn mà 
gia tốc là cực đại, kèm theo một giai đoạn hãm cực đại. 
2) Xác định thời gian cực tiểu đó. 


® Lời giải 


1) Sử dụng đô thị v(t), điện tích màu xám biểu diễn quãng 
đường đi qua. 


aa' 
2) Vu, = đfy = đ)(7- tạ), do đó Vay LOERTHUE 


ả 


1 2 a+# 
=~ trway,đdo đó t“ =2d y£=z15,53. 
2 aa* 


®Ø Một người lái xe thận trọng 


Một người lái xe con đi xe trên một đoạn 
đường đ = 1,0km. Con đường chạy thẳng. Chuyển 
động là nhanh dân đều (z = 3m.s?), rồi đều với vận 
tốc không đổi và cuối cùng là chậm dân đều (gia tốc -). 
Vận tốc trung bình là 72 kmh'". Xác định thời gian 
của chuyển động đều và vận tốc cực đại. 

ø Lời giải 

Chỉ sử dụng đô thị v(t). 

tị = 50s, đ= si ~12),r= 34s và vuuy = 8Skmm.h', 


Z Hàng hải 

Hai tàu thủy ở trên cùng một kinh tuyến, A ở phía bắc 
của B và cách một khoảng đ;. A hướng về phía đông 
với vận tốc vụ, còn 8 hướng về phía bắc với vận tốc 
vạ. Độ cong của mặt đất là không đáng kể. 

1) Xác định khoảng cách cực tiểu giữa A và B. 

2) B phải chạy theo hướng nào để bắt kịp A theo một 
chuyển động thẳng ? 

Xác định khoảng thời gian rượt đuổi. 


® Lời giải 
2 
S2). TẠI 
1) đôn đố vn uy 


Kiểm tra dạng thật của biểu thức tìm thấy, nếu vạ hay vụ bằng 
không. 

â 
VỆ — VÀ 


v 
2) sinœ = —^-; thời gian r = nếu vạ > vụ. Bạn 
Yg 


nghĩ gì về trường hợp vạ < vụ ? 


# f Chuyển động tròn nhanh dần đều 


Một động tử chuyển động nhanh dân đều từ vị trí M 
(xác định vị trí bằng góc Ø) trên một vòng tròn tâm 2 
và bán kính R. 


Ở thời điểm ban đầu, Ø= 0 và vận tốc bằng không. 
ø là góc (z„,4), biểu diễn ọ theo hàm số của đ. 
e Lời giải 


T 
Colanp = -26, với — <S 0 < T. 
2 


Z2 Tốc đồ của một chuyển động parabôn 
Cho một điểm ÉM chuyển động trong mặt phẳng (Oxy). 
Chuyển động của nó đối với #® được xác định bởi : 
s một vectơ gia tốc không đổi : Z = để; ; 
e một vectơ vận tốc ban đầu ở / = 0. 

|f(0)| = vọ và (2y,9(0))=œ 


ty 


chiều dương l 


e một vị trí ban đầu : gốc Ó của hệ tọa độ. 

Các điểm A' và §° của không gian vận tốc tương ứng 
với các điểm A và S của không gian các vị trí. Hãy 
xác định, đối với  > 0, quỹ đạo và tốc đồ của chuyển 


T 
động. Vẽ các đường cong đối với a > Ö và œ = ren 


® Lời giải 
Tốc đồ là một nửa đường thẳng và quỹ đạo là một parabôn 
theo phương trình : 
2 
y=————/ + vạtan(a)x. 
2v2 cos? ø ° 


đỉnh S của nó tương ứng với giao điểm của tốc đồ với trục (Oˆ`v,). 


Z Hệ quy chiếu đúng 


Một con sông có vận tốc dòng chảy giả thiết là đều, 
nghĩa là giống hệt nhau tại mọi điểm, và không đổi 
(vận tốc không phụ thuộc thời gian). Một chiếc 
thuyền, chạy xuôi theo chiều dòng nước, vượt qua 
một cái bè tại điểm A. Nửa giờ sau, chiếc thuyền quay 
ngược trở lại. Thuyền chạy ngược dòng và gặp lại cái 
bè tại điểm B ở phía hạ lưu cách điểm Á 3km. 

Hãy xác định vận tốc của dòng chảy với giả thiết vận 
tốc của thuyền đối với dòng nước là không đổi. 

e Lời giải 

Ta thừa nhận quan điểm của người đi trên bè. Người đó thấy 
chuyển động của chiếc thuyển ra sao ? Trong hệ quy chiết gắn 
với dòng nước, chiếc bè là đứng yên và, đối với người đi bè, thì 
chiếc thuyên thực hiện một lượt đi và một lượt về cùng chiêu dài 
như nhau, do vậy mất cùng một thời gian như nhau. Vậy thời gian 
giữa hai lân gặp bằng 1 giờ. 

Trong hệ quy chiếu gắn với bờ sông, chiếc bè đã đi qua quãng 
đường AB trong L giờ. Vận tốc của dòng nước như vậy bằng 
3km.h!. 


3-CH¡ 


SỬ DỤNG VỐN KIẾN THỨC 


#44 * Điểm chí 
Trục các cực hợp với trục Mặt Trời - Trái Đất một 


T 
góc The c Lúc đông chí, œ = 23,440. 


Ta sử dụng hệ tọa độ Descartes (0; £„,€y, é, ) gắn với 
Trái Đất và được xác định như sau : 

© Ó: tâm của Trái Đất ; 

e ¿.: trục nối các cực ; 

e Mặt Trời ở trong mặt phẳng (xÓz). 

1) Hãy xác định tọa độ các điểm trên Trái Đất lúc 
Mặt Trời mọc và lúc Mặt Trời lặn. 

2) Tính thời gian giữa lúc Mặt Trời mọc và lúc Mặt 
Trời lặn tại một điểm trên vĩ độ A. Để đơn giản, có 
thể bỏ qua chuyển động quay hằng năm của Trái Đất 
chung quanh Mặt Trời. 

Dữ liệu : Ö Lille : A = 50938" ; ở Toulon : A = 43207) ; 
60 phút góc = l dộ. 

® Lời giải : 

tanœ 

tanQˆ 

Lúc lặn : ợc = -Ø, (chỉ cần viết ẻ„ pháp tuyến với trục Trái 
Đất - Mặt Trời). 

6< a: vùng Bắc Cực, Mặt Trời không mọc. 

9> Z- đ: vàng Nam Cực, Mặt Trời không lặn. 


Lúc mọc : 0= Ø¡, với cos@ = 


Nhớ rằng Ô = E% À. 


Ngày dài : + = 24h-2PL, 
T 
Lille : 7h4lph. ; Toulon : 8h46ph. 


Z 5 * Con đường ngắn nhất 


Trên một mặt cầu bán kính Ẩ, vòng tròn lớn (nghĩa là 
vòng tròn bán kính #) là con đường ngắn nhất giữa 
hai điểm (tính chất phải thừa nhận). 
^ là vĩ độ và W/ là kinh độ, bạn hãy xác định chiều 
dài của con đường ngắn nhất giữa Paris (A, = 48°52' ; 
W4 = 2020°) và Tokyo (A„ = 35942) ; 2= 139030”). 
Dữ liệu : bán kính Trái Đất : (6,37 + 0,01).105m (Trái 
Đất không tuyệt đối là hình cầu). 
e Lời giải 
d = Rơ, với CS Œ =ến vn, . Khi sử dụng hệ tọa độ cầu, ta 
được : 

cosœ = sinÔ\ sinÖa cos(0; — 0) + cosÖ| cosÖ2, 
với 6, = 90! - Â, và 6, = 900 - Â;, do đó : 

ø= 8720' và d = 9,70.10°km. 

Chú ý : 
Tính toán giả thiết Trái Đất có hình câu. Kết quả trở thành 
không đúng, nếu được biểu thị với độ chính xác quá cao. 


Z Ố * Bình đồ (bản đồ mặt phẳng) 


Giữa các tọa độ (x, y) trên một bình đồ và các tọa độ 
địa lí kinh độ ⁄ vĩ độ 2), tồn tại một sự tương ứng 
có dạng : 

x=aV*và y = /[Â): 
1) Xác định hàm số ƒ sao cho phép chiếu bảo toàn các 
góc. Đó là phép chiếu Mercator (1512 - 1594). 
2) Cho trên Trái Đất một bề mặt kích thước rất nhỏ so 
với bán kính Trái Đất . Liệu mặt đó có bị biến dạng 
trong phép chiếu báo giác nói trên ? 
Tìm tỉ số giữa điện tích Š của mặt đó với diện tích S? 
của ảnh của mặt đó ? 
Gợi ý : Ở lân cận điểm P( W⁄, À), ta biểu thị vectơ độ 
đời di. trén bê mặt Trái Đất và ảnh dlˆ của nó trên 
bình đồ theo hàm số của đÑW và đÂ. 
e Lời giải 
1) dĩ = R(=dÔ§g + cóx xdM%u,), 
dĩ"= ad, + ƒ 0.042, 

ạ 

Các góc xể được báo toàn nếM ƒ“ (2) = 7. đo đó : 


€ø§ÀX 


2 (x ^A\| 
f2.) = aln tan +— | 
2»nw2 ] 


2 
3) Hình dạng được bảo toàn : Š = S” = 


vì 


22 
q“ €0S“ À 


#7 = Cuộc đi dạo 


Một người dạo chơi A đi theo một con đường thẳng 
với vận tốc không đổi vụ. Ở thời điểm ban đâu, con 
chó / của người đó đứng cách ông ta một khoảng đ 
trên đường vuông góc với con đường. Con chó chạy 
về phía chủ nó với vận tốc y. Hãy xác định thời pian 
đuổi theo. 
Cho + và y là các tọa độ của M,r = AM và Ø được xác 
định trên sơ đồ sau đây : 

14 kà` 


ol A. đời B,, chiều + 


đ 


1 
| 
+ 1/ 

trừ 
1) Biểu diễn š và ÿ theo hàm số cua y và Ø, rồi x và 


y theo hàm số của vwụ„, z, Ø và í. Từ đó suy ra hai 
phương trình vĩ phân theo r(/) và 0). 


2) Từ đó suy ra một phương trình vị phân theo r(6). 


y 

š ll VÔ la h `. 

Xác minh rằng re | am | là nghiệm có kể 
sing 27 


đến các điều kiện ban đầu. 
3) Tìm điều kiện mà v và wạ phải thỏa mãn để bài toán 
có một lời giải. 
Trong trường hợp này, giá trị cuối cùng của Ølà bao 
nhiêu ? 
4) Viết một phương trình vi phân của Ø/). 
L2 
2 Â 
5) Biết rằng Ỉ ` (a] d6~—-2—~, hãy xác 
gin“ 8 27 2“¬I 


0` 
định thời gian đuổi theo 1. 
® Lời giá 
l)x =0; ÿ = vsin 8; x= vạt - reos0; y = -rsin0. 
=vecøosØ—v và rô = —vụ sin6. 


>¬ V2 ne #M¬o cøs 8 


2)—= - 3) > tụ, thì lùn Ø = 0. 
d0 vụ sin 9 r»( 
mẻ: 
ỏ=-~<t _ nh 
L 
(« sÌ 
2 
w 
äả Vo š v +; 
35)t=— ._£chỉ được xác định nếu v > vụ 


Nếu v = vụ : r có khuynh hướng tiến về vó cùng. Nếu v tiến vê 
vô cùng, thì r tiến về O. Các trường hợp giới hạn kể trên mà 
lời giải là hiển nhiên, đã cho pháp xác minh điêu có thể xảy ra 
của lời giải. 


#8 = Cuộc chạy đua 


Bốn con chuột nhất A, 8, €, D ở bốn góc của một 
hình vuông ABCD cạnh a, và mỗi con chuột chạy sau 
con khác với cùng vận tốc không đổi như nhau. Á 
chạy đuổi theo Ö, 8 theo €, € theo DĐ, và 2 theo.A: 


1) Sau bao lâu thì chúng gặp nhau ? 
2) Tìm quãng đường L mà các con chuột đã chạy qua. 


3) Xác định quỹ đạo của chuột A với các vị trí ban 
đầu trong tọa độ cực : 


_a 3 a7Z\djJ.4ø _z| na 3z 
#1 42 4 4$ 4 142“ ) 
® Lời giải 


Bài toán giống hệt nhau đối với cả bốn con chuột. Các quỹ 


đạo cũng giống hệt nhau, chỉ sai khác một phép quay và tạo 
thành ở mỗi thời điểm một hình nh vuông cạnh I(t) biến đổi được. 


—2 = 
1)I2=AB., do đó Lê 5 8- (ög ~ÿA).AB. 
YẠ cùng đường thẳng với AB và »p vuông góc với AB ‡ 


+ — di 
ÿA.AB =vl và vp.AB = 0, vậy — = —v, do đó Í(t) = a - ví. 
dĩ 


^® 


1 =0 đối với t = T, với + = 


x[ 


2)L= vị, do đó L = a. 
—:— TL 
3) Góc (AO,AB) luôn luôn bằng T Ta biểu diễn vectơ vận 


tốc của A trong cơ sở địa phương gắn vào A: 


tên a v 
=v =-—=, dođór=—~=-T=t; 
TH NG) J2 d2 
rỒ = vạ =——=, do đó tế Fe 
⁄J2 dr dĩ 2 
46 _1 
vậy —=— 
di dể r 


Vậy quỹ đạo là một đường xoắn ốc gôm vô số vòng. Bán kính 
hội tụ theo hàm mũ về 0, quãng đường đi qua là hữu hạn. 


? 9: Quỹ đạo xicloit 


Một bánh xe bán kính z và tâm C lăn không trượt trên 
trục (Øx) trong khi vẫn ở trong mặt phẳng (Ózx). 

M là một điểm gắn với bánh xe và ở trên đường chu 
vi. Ở thời điểm r = 0, M trùng với gốc 0. Vận tốc của 
C là không đổi và bằng v. 

1) Làm thế nào để biểu thị được điều kiện : "bánh xe 
không trượt". 

2) Xác định ở thời điểm ¿ : 

a) vị trí của M ; 

b) vectơ vận tốc vụ; của điểm M ; 

c) vectơ gia tốc đ„; của ÌM. 


3) Xác định v„/ và đ„„ khi M tiếp xúc với trục(0x). 
® Lời giải 


Chox vàz là các toạ độ của M : 6 =(-z.cw) và0 >0 nất >0, 


1) I là điểm tiếp xúc ở thời điểm t giữa bánh xe và trục (0x), 
chiêu dài của cung vòng tròn IM bằng Ol : xạ = vt = r9. 


20a) OM =OC+CM ;x = xị =rsin9 vàz =r -cosÔ , do đó: 
x= Z- | và :=tceÌ, 
r r r 
Quỹ đạo là một xicloit. 
Vf 
b) Các thành phân của Vụlà : ;=|-«{>Ì và 


r 
ví 
‡ = vsin — 
r 


Chú thích : Tốc đồ là một vòng tròn định tâm ở (v,0) và có bán 
kính v. 


VI. j lại ty 


2 
„ ví 
và Z7 =—— cøs| — 
r r 


Vectơ gia tốc càng đường - Ô` Uy 
thẳng với CM, định hướng về 
phía € và có độ dài không 
v2 
đổi aq=—— 
Ế 
2 


+ kự 
3) Nếu z = 0, =0 và a=——£,. 
r 


ĐỘNG LỰC. HỌC 
0U GHÂT ĐIỂM 


Mở đầu 


Lí thuyết của động lực học cổ điển (hay của 


R Newton) được xây dựng dân dân trong các thế 
M Ụ €C T I!I EU kỉ XVIH, XIII và XIX. Sự bác bỏ các khái niệm 
M Biết các khái niệm về quán tính, hệ quy chiếu đã từng thống trị đến lúc đó, được kèm theo sư 
Galilée và lực. xuất hiện những ý tưởng mới mẻ và đặc biệt 


I Liên kết chuyển động của một động điểm với hong phú. 


các tác dụng cơ học lên nó. Vậy nên, nguyên lí quán tính mâu thuân với lí 


thuyết cổ điển kết hợp chuyển động với lực kéo. 


?)\ ỀU CẦN BI -ấn TRƯỚC Khái niệm tương tác, mô tả bởi các định luật 


định lượng, là một ý tưởng quan trọng của cơ 


8 Hệ quy chiếu gắn với người quan sát. học hiện đại. Một quả táo không rơi vì (do 
" Vân tốc và gia tốc của một điểm. nặng nên khuynh hướng tự nhiên của nó là đi 
BCác ph web v)g6 8ì đứa gián; xuống phía dưới) lí do tôn tại lực hút tương hỗ 


giữa quả táo và Trái Đất. 


Í Chất điểm 


I.I. Định nghĩa 
Một chất điểm là một vật thể điểm mà để xác định vị trí, chỉ cần biết ba 
tọa độ về vị trí của nó. 


1.2. Các vật thể có thể được biểu diễn bởi một chất điểm 


1.2.1. Hạt 

Việc mô tả các hạt sơ cấp (ví dụ electron) thuộc phạm trù của cơ học 
lượng tử. Cơ học cổ điển chỉ có thể cho được những hình ảnh gần đúng và 
đôi khi lại nghịch lí. Vậy nên, mặc dù là dạng điểm, hạt sơ cấp tác động 
như một nam châm con có mômen từ „// mà sự “định hướng” được đặc 
trưng bởi một thông số gọi là số lượng tử spin. 

Nhớ rằng khi ta có thể bỏ qua các hiệu ứng gắn với spin , thì một hạt sẽ 
hành động như một chất điểm. 


I.2.2. Vật rắn chuyển động tịnh tiến 

Một vật rắn là một vật cứng. Đối với hệ quy chiếu % , thì nó chuyển động 
tịnh tiến nếu chuyển động của nó được thực hiện mà không quay, nghĩa là 
nếu các vectơ gắn với vật rắn đều không đổi đối với một người quan sát gắn 
với % (HI). 

Tất cả các điểm của một vật rắn chuyển động tịnh tiến đều đi theo các quỹ 
đạo song song và có cùng vận tốc như nhau. Vị trí của một trong các điểm 
của nó đủ để xác định vị trí của vật rắn và có thể được biểu diễn bằng một 
chất điểm. 


thời điểm í, 


I.3. Biểu diễn một phần của một vật bằng một chất điểm 
m Ví dụ : 

Xét một quả bóng đang bay (H.2). Nếu có thể bỏ qua ảnh hưởng của 
không khí thì chuyển động của tâm C của bóng sẽ độc lập với sự định 
hướng của nó. Ta có thể coi bóng như một chất điểm nếu ta rút gọn quả 
bóng về tâm-của nó. 


ÿ thời điểm í, 


người quan sát 
H.1. Vật rắn chuyển động tịnh tiến. 


người quan sát 


H.2. Chuyển động của C độc lập với sự quay của quả bóng. 

Sự mô hình hóa này tuy cho phép nghiên cứu quỹ đạo của tâm quả bóng, 
nhưng không đây đủ, vì nó không cho biết chuyển động của từng điểm 
của bóng. Nói chung, quả bóng cũng quay, nên vận tốc của một điểm /M ở 
vỏ quả bóng sẽ khác vận tốc của điểm C. 

m Ví dụ phản chứng 1 

Cũng cùng một quả bóng đó lăn trên một mặt phẳng nghiêng (H.3). Bản 
chất của sự tiếp xúc tại ï giữa mặt phẳng nghiêng và quả bóng có một ảnh 
hưởng quan trọng. Vận tốc của tâm quả bóng lăn không giống như vận tốc 
của một vật trượt tịnh tiến trên mặt phẳng nghiêng. 

Như vậy ngay trong khi tiếp cận ban đầu cũng không thể không kể đến sự 
quay của bóng. 

m Ví đụ phản chứng 2 

Tác động cơ học lên một nam châm đặt trong một từ trường làm cho 
chuyển động của nam châm phụ thuộc vào sự định hướng của nó. Nếu sự 
định hướng đó biến đổi theo thời gian, thì nam châm không thể được coi 
như một chất điểm. 

Không thể ghi một định luật tổng quát thành công thức, khái niệm về chất 
điểm cho phép, trong vài trường hợp tiếp cận, ban đầu chuyển động của 
một vật rắn. Giá trị của sự mô hình hóa này không phụ thuộc vào kích cỡ 
vật rắn, mà phụ thuộc vào bản chất, vào môi trường và các giả thiết đơn 
giản hóa của vật răn. 


Nguyên lí quán tính, 
hay định luật thứ nhất của NEWTON 


2.1. Phát biểu của định luật Newton thứ nhất 

Một chất điểm khống chịu bất kì một tác dụng cơ học nào, được gọi là cô 
lập. Ta phát biểu thành tiên đề : 

Tôn tại một lớp các hệ quy chiếu, gọi là các hệ quy chiếu Galilée, mà 
đối với chúng thì một chất điểm cô lập sẽ chuyển động thẳng đều. 


Nhớ rằng một chuyển động thẳng đều được đặc trưng bởi một vectơ vận 
tốc không đổi (11.4). 


H.3. Chuyển động của C ở đây phụ 
thuộc sự quay của quả bóng. 


H4. Vận tốc ÿ của một chất điểm 
là không đổi. 


2.2. Trường hợp của hệ quy chiếu Trái Đất 

Trong phần lớn các thí nghiệm thường ngày, hệ quy chiếu Trái Đất, gắn 

với mặt đất, có thể được coi như hệ quy chiếu Galiléc. Quan điểm này sẽ 

được bàn luận trong tập cơ học II, chương 2. 

Trong mọi áp dụng của chương này, ta đều giả thiết hệ quy chiếu Trái Đất 

là hệ Galilée. 

2.3. Chất điểm giả cô lập 

Một chất điểm cô lập là một sự trừu tượng hoá không thể thực hiện được, 

tuy nhiên điều có thể xảy ra là các tác dụng cơ học bù trừ chính xác cho 

nhau. Lúc đó, chất điểm được gọi là giđ cô lập và có thể áp dụng cho nó 

nguyên lí quán tính. 

Ví dụ: 

Trên một cái bàn nằm ngang có đệm không khí, vận tốc của một động tử 

khối lượng m là không đổi với độ chính xác của sai số đo. Để giải thích, ta 

có thể đưa ra các giả thiết sau đây: 

® động tử là giả cô lập, vì phản lực của bàn bù trừ đúng trọng lượng (H5): 
mỹ + R=0 ý 

® hệ quy chiếu gắn với bàn, cũng gắn với mặt đất, là gần đúng hệ Galilée 


2 


3 Khối lượng của một chất điểm 


H.§. ng + R=ö 


3.I.Quán tính cơ học 


Ta tưởng tượng có một xe đẩy trẻ em và một xe ôtô đang đứng yên trên 
đường đi nằm ngang. 


Ta có thể đẩy các xe đó để làm chúng chuyển động. 

Muốn đạt tới cùng một vận tốc như nhau, thì phải đẩy ôtô mạnh hơn và 
lâu hơn và một khi đã cho chạy thì cũng khó làm ô tô dừng lại hơn. Sức 
cản lại sự biến đổi của vận tốc được gọi là quán tính. 

3.2. Khối lượng của một chất điểm 

Đối với một chất điểm , tính chất quán tính được biểu diễn bởi một yếu tố 
vô hướng, có giá trị dương gọi là khối lượng. 

Khối lượng của một chất điểm càng lớn, thì càng khó thay đổi vận tốc 
của nó. 

Khối lượng bất biến theo thời gian và không phụ thuộc hệ quy chiếu. Đó 
là một đặc trưng nội tại của chất điểm. 

Trong hệ đơn vị quốc tế, đơn vị khối lượng là kilogam (ký hiệu : kg). 
Theo định nghĩa, đó là khối lượng của một chuẩn kilogam ở phòng quốc 
tế các trọng lượng và đo lường. 


3.3.Tính cộng được của khối lượng 

(cơ học phi tương đối tính ) 
Cho hai chất điểm khối lượng m, và mạ. Nếu chúng được hợp lại để tạo 
thành một chất điểm duy nhất khối lượng m, thì khi đó : 


m =mị + mạ. 
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4 Các đại lượng động học 


— —=ƒ=_._--—-—_ .....- 
4.I. Động lượng 
Trong chừng mực mà không có sự nhầm lẫn có thể xảy ra, và dù rằng vấn 
đề là hai khái niệm khác nhau, người ta vẫn thường chỉ định chất điểm và 
vị trí của nó bằng cùng một chữ như nhau. 
Động lượng đối với hệ quy chiếu % của một chất điểm M có khối 
lượng m và vị trí M đối với hệ quy chiếu Z, là: 

P=(M),a¿ = m(M)/a 


4.2. Mômen động lượng 
Mômen động lượng ở 0 trong hệ quy chiếu 2, của một chất điểm Ấ⁄ có 
khối lượng m là: 
E,(M)¿¿ = mÓM A P(M),z 
Khi không nhầm lẫn nghĩa thì có thể dùng các kí hiệu đã giản ước : 


P=mử và Ủy =OMAB =mOM ^ ÿ 


Chú ý : 
ø Cho A là đường thẳng qua M, song song với 9, và a là khoảng cách 
giữa Ó và A (H.6.). Mômen động lượng ở 0 của M, vuông góc với mặt 
phẳng xác định bởi A và 0 và sẽ có biểu thức : 
Lạ = may. 
s Nếu M chuyển động trên đường tròn tâm 0, bán kính r với vận tốc 
góc œ, trong một mặt phẳng mà vectơ đơn vị pháp tuyến là ẽ,, lúc đó 
(7): 
Tọ = mr 2, . 
4.3. Mômen động lượng đối với một trục 
Cho trục định hướng 4, xác định bởi điểm Ø và vectơ đơn vị ¿. Chứng tỏ 
rằng tích vô hướng £, ly (M),„ không phụ thuộc điểm 0 lựa chọn trên A. 
Muốn thế, ta hãy xét hai điểm 0 và 0' của A: 
ề.Ủ„— 6L„ = mề.(OƠ A ÿ} 
£ và 00 song song nhau, vậy nên : 
ẻ.Fạ =¿lạ 
Mômen động lượng đối với trục A, xác định bởi điểm 0 và vectơ chỉ 
hướng £, của chất điểm M trong hệ quy chiếu Z là đại lượng vô 
hướng : 
FA(M);a =.Fo(M);a. 
Đại lượng này độc lập với sự chọn điểm 0, một điểm bất kì của trục A 
L„ là hình chiếu trên A của mômen động lượng 7ạ 


Nói chung, LẠ khác với Lạ. 


H.6. Mômen động lượng. 


P 


H.7. Chuyển động tròn : mômen 
động lượng ở 0. 


⁄? dụng ƒ 


Mômen động lượng trong tọa độ trụ 
Hệ tọa độ Descartes (O; £,,6y,€- ) được cố định 
trong #, hãy biểu diễn mômen động lượng ở 0 và 


mômen động lượng đối với trực (O2) theo tọa độ 
trụ của điển M (H.8). 


Ta có (kí hiệu giản ước ) : 

Eụ = m\(rễ, +ZZ,) A (Fể, + rổ8ạ + ze. )} 

lọ = mì 26c. + m(z — r¿)°g — mrzE, ; 

do đó : H/ọ;) = nư ô. 

Trong trường hợp của chuyển động trên mặt 
phẳng (Øxy), và chỉ ở trường hợp này 
lạ= Lịo:)Ê:- 


5 Các tiên đề của động lực học chất điểm 


Giống như mọi lí thuyết, cơ học cổ điển (hay cơ học Newton ) cũng dựa 
trên một số tiên đề nhất định. 


5.I.Khái niệm về lực 
Tác dụng cơ học của một vật thể Š lên một chất điểm ÉM được đặc trưng 
bởi một vectơ gọi là lực mà ta kí hiệu là $_,„. 


Ta thừa nhận rằng //c không phụ thuộc vào hệ quy chiếu. Đó là một đại 
lượng nội tại, đặc trưng cho tương tác giữa Š và M. 


5.2. Tính cộng được của các lực 


Lực tổng hợp của nhiều tác dụng cơ học bằng tổng vectơ của các lực do 
mỗi một trong các tác dụng đó gây ra. Nếu § được cấu thành bởi sự hợp 
lại của các S, (1.9), thì cộng tính đó sẽ được thể hiện bởi : 


sư % >XÊg sư- 
ỉ 


5.3. Hệ thức cơ bản của động lực học, hay định luật 
thứ hai của NEWTON 


#, là một hệ quy chiếu Galilée, M là một chất điểm khối lượng m và Ølà 
toàn thể vũ trụ ngoại trừ , thì các lực tác dụng lên M và chuyển động 
của nó liên kết với nhau bởi định luật (H.10) : 


Hệ thức cơ bản của động lực học : 


F„ v = mã(M)( sự. 


H.9. Tính cộng được của các lực. 
S=S+S%, 


Vậy Fs_„w=Fs,—xw+Fs,—M- 


M(m) 
H.10. # = mã. 


Hệ thức này cấu thành định luật thứ hai của Newton, còn có dạng : 


Định lí về động lượng : 
dp(M)j„¿ 
ubd S|lCE—= SE. 
#—›M | 


x.„w/ là tổng các lực do các tác dụng lên M của tất cả các vật thể khác 


của Vũ trụ. Trong thực tế, đối với một bài toán cho trước, thì người ta chỉ 
kế đến một vài tác dụng và bỏ qua các tác dụng khác. 


Chủ ý-:`” 


© Có thể định nghĩa là toàn thể Vũ trụ đây đủ, bằng cách phát biểu 
thành tiên đề rằng một hạt không có tác dụng lên chính nó. 

e Phù hợp với nguyên lí quán tính, thì một chất điểm, chịu tác dụng của 
một lực bằng không, sẽ không được gia tốc trong một hệ quy chiếu 
Guliléc. 

e Nếu M ở trong một vị trí cân bằng, thì gia tốc của nó bằng không và 
tổng các lực tác dụng lên M cũng bằng không. 

e Trong hệ đơn vị quốc tế, lực được biểu thị bằng niưtơn (N): nó được suy 
ra từ các đơn vị cơ bản khối lượng (kg), chiêu dài (m) và thời gian ($) từ 


hệ thức ƒ = mã : TN = lkg.m.š + 


⁄T dụng 


Ném tạ 


Một vận động viên điển kinh ném một “quả tạ" 
khối lượng m = 7.3 kg với một vận tốc vạ =lŠm.s †, .w„ ¿2X Á| tộid bLsrfffn sụÌ 6| loa 
Tính cỡ độ lớn của lực F mà vận động viên tác 
dụng lên quả tạ đó. Để đơn giản hoá, ta giả thiết 
rằng lực không đối này có tác dụng trên một 
quãng đường thẳng chiêu dài l = 1,5m, còn các 
lực khác (trọng lực, .. ) là không đáng kể so với F 
(H.1T). 

Gọi r là thời gian ném tạ. Vấn đề ở đây là một 
chuyển động thẳng nhanh dần đều, vậy nên : 


2 
F 2 _ 1 


=— ; FPx500N. 1 
mT= f r H.11. Ném tạ. 
TH HH cjEbcHxcnxag—— 
5.4. Nguyên lí các tác dụng tương hỗ, hay định luật 
thứ ba của NEWTON 
Cho hai chất điểm ÉM; và M; tương tác với nhau. Các lực tương tác 
PM, `M, và EM,—M, là các lực đối nhau và cùng trên một đường 
thẳng với trục ( M,M; ). 


I 


Nguyên lí các tác dụng tương hỗ này, đôi khi được gọi là nguyên lí tác By SN: 
dụng và phản tác dụng, được thể hiện bởi (H.12) : .< 


' Ẽ Họ a2 
PM,xw;y =~ PM;-xM, S07. 


Em, sự, A MỊM¿ =Ö 8M, 
H.12. Các tác dụng tương hễ 
⁄ 
Zfp dụng 
Sự nầy lên của quả bóng trên tường Dữ liệu : 


xxở : —.. - m=60g; v= 10m.s!; r= 10 mỹ ; 9= 01. 
Một quả bóng, được coi như một chất điểm khối SA, hai 
lượng m, nẩy trở lại trên một bức tường (H.13). Ta giả thiết hệ quy chiếu gắn vào tường là hệ 
Vận tốc quả bóng được bảo toàn và góc nẩy bằng Galilée. 


góc tới 6) Nếu Ê không đổi giữa t= 0 và t= z, hì : 
Hãy xác định lực do quả bóng tác dụng lên tường 

với giả thiết là lực đó không đổi trong suốt thời Ê= đp. dođó P(r)- ñ(0) = Êt. 
gian tiếp xúc+ và coi tất cả các lực khác là không dì 

đáng kể. Vậy nên : 


Tìm sự khác nhau giữa một quả bóng quần vợt và 


: Sư 2mwvecos9 „ 
một viên bì thép ? =—————l. 


Tưng — tường: Thường bóng r 
Bình luận các giả thiết và kết quả. : 
A.N. :F=120N( A.N là áp dụng số ) 

Vì viên bi thép cứng hơn, nên tương tác ngắn 
hơn và với khối lượng và vận tốc bằng nhau thì 
lực sẽ mạnh hơn. Một viên bi cứng được ném 
vào một vách rắn, sẽ tác động lên điểm tiếp 
xúc trong một thời gian rất ngắn, một lực rất 
mạnh có thể gây ra sự rạn nứt. Trọng lượng 
quả bóng rất không đáng kể so với Ƒ. 


Thực'tế thì lực không phải là không đổi. Giá trị 
tính toán được tương ứng với lực trung bình. 


H.13. Sự nảy lên . 


6 Định lí mômen động lượng 


6.I. Mômen của một lực 
Theo định nghĩa, mômen đối với điểm 0 của một lực #' đặt vào ấÉM là : 
Z#4,= OM ^ F. 


Nếu #' ở trên cùng một đường thẳng với OM, thì „4 =0. 


6.2. Mômen của một lực đối với một trục 
Cho một trục A đi qua 0 và có vectơ đơn vị ¿. Tích vô hướng : 
4) =.#@.Š 
là mômen của lực F đối với trục A. 
Tích vô hướng có cùng một giá trị như nhau đối với mọi điểm 0 của A. 
6.2.1. Lực song song với trục A 
Mômen đối với A của một lực song song với A. thì bằng không. 
6.2.2. Lực trực giao với trục A 
Cho một lực F, trực giao với A, đặt vào điểm M và D là đường thẳng 


cùng trên một tuyến với # đi qua ẤM. Nhớ rằng d là chiều dài của đoạn 
H,H; (cánh tay đòn ) của đường vuông góc chung với A và D (H.14): 


.#4 =(H,M A F)¿=(H,H; ^ F)¿. 
Như vậy ta có thể nhớ guy tắc tính sau : 
* La|= F4; 
s ./, >0 nếu # “làm quay “M' chung quanh A theo chiều dương; 
® .⁄/f, < 0 trong trường hợp ngược lại. 


Quy tắc tính toán này có thể được áp dụng cho một lực bất kì, bằng cách 
phân tích lực đó thành một lực song song với A và một lực trực giao với A. 
6.3. Các định lí 
0 là một điểm cố định đối với hệ quy chiếu Galilée Z,. Ta sẽ tính đạc 
hàm trong Z#, của 1 (M)z, đối với thời gian. 
Đơn giản hóa các kí hiệu ta có: 

d,  dOM - 


&m 2d .,dOM - _ 
=m———AV+mOM Aäd, với ———=V và mã = F; à 
dĩ đt đĩ _ 


Nếu .⁄2g.„„„ biểu diễn mômen đối với 0 của tổng các lực đặt vào M, 
thì kết quả là : 

Định lí mômen động lượng : 
dL,(M ray 


.. „Ø là một điểm cố định trong #,. 


‹ÂÈ9Ø-» = 
ly 
Cho A là một trục cố định trong ®,. Nếu chiếu hai số hạng của phương 
trình trên lên A, thì ta được : 
Định lí vô hướng của mômen động lượng đối với A : 
4L 2(M),g, 


= „ A là một trục cố định trong #,, 


“#4Ø—»M = 


` Để tập luyện : bài tập 9. 


H.14. Lực F trực giao với trục . 
¿#\ = Fd 


7 Chuyển động do lực xuyên tâm 


7.I. Định nghĩa 
Cho một điểm Ø cố định của một hệ quy chiếu Galilée Zig Một chất điểm 
M sẽ chịu tác dụng của một trường lực xuyên tâm có tâm ở Ø nếu tại mỗi 


mm. _ È š .——- H.1ã5. Dưới tác dụng của một lực 
thời điểm, lực ' được đặt vào M ở trên cùng một đường thẳng với OẢ . xuyên tâm, M vạch một quỹ đạo 


7.2. Sự bảo toàn mômen động lượng AM: 


Trong trường hợp một lực xuyên tâm thì .⁄ bằng không. Như vậy, tại mỗi 
thời điểm, OM vuông góc với vectơ không đổi họ: Quỹ đạo của M là 


phẳng ; mặt phẳng quỹ đạo vuông góc với vectơ Ứ„; và chứa điểm Ó (H.15). 
bậc l 


7.3. Định luật các diện tích bậc2 
Ta xác định vị trí của M theo các tọa độ cực của nó trong mặt phẳng quỹ M 
đạo của M. Sự bảo toàn của Ứ¿ được thể hiện bởi : 

l6) 


r?ö =C (hằng số). 
Đại lượng r?ỏ được giải thích bằng hình học. /ình 16 gợi cho chúng ta 
một ý là, đối với một độ biến thiên nguyên tố d0, diện tích d.Z “ quét ” l 
bởi bán kính ØÄ sẽ tương đương với diện tích của hình quạt tròn bán L) 
kính r và góc dÔ : 


dư = 27248 : H.16. Diện 'U quét bởi bán kính 
z : - duđ =—r®d| 
ø⁄() là diện tích quét bởi OM từ thời điểm ban đầu, và ta thừa nhận chính — CZđ#=7r 48 
xác là : 
S4 „12g ~, 
dt 2 2 


= được gọi là vận tốc diện tích, là không đổi đối với một chuyển 
động do lực xuyên tâm. 

Kết quả này tạo ra định luật các diện tích (H.17). 

7.4. Tích phân đầu của mômen động lượng 

Hệ thức cơ bản của động lực học được thể hiện bởi các phương trình vi 
phân cấp hai. Một hệ thức về sự bảo toàn mà chỉ dùng đến các đạo hàm H17. Định luật các diện tích .# tỉ 
cấp một, gọi là tích phân đâu. lệ với t;- tị. 

Hệ thức r?ổ =C thể hiện tích phân đầu của mômen động lượng. 


⁄°p dụng 4 


Vệ tỉnh nhân tạo giả thiết là cố định đối với một hệ quy chiếu 
Trong gân đúng bậc nhất thì một vệ tỉnh nhân  Galilée đu, _ 
tạo của Trái Đất phải chịu tác dụng của một... 1) Chứng mình vận tốc là đêu trên một quỹ 
lực hút xuyên tâm hướng về tâm 0 của Trái Đất ˆ đạo tròn. 


2) Các đặc trưng của một quỹ đạo elip (H.18) là : 


_- ¬I 
® Độ cao cực đại (điểm xa Trái Đất nhất ): DođồyMz SÐIM/8 bà 


K< vệ tới. —" AESEEREKGI Diện tích của elip là S= 2,95.10Ÿ k„Ÿ. 
ĐA co cực liệu (điểm gÄNg Tới Đất nhất) : Nếu T là chu kì, thì vận tốc diện tích là : 
h„= 200km ; ` § : ' 
e Vận tốc ở điển xa Trái Đất nhất : vạ= 4,5 lơn. sˆ". = = 2” A= Dh . 
Í 


Hãy xác định vận tốc ở điển gân Trái Đất nhất 
3 

và chu kì quay trong % : Do đó:7=9,8.!0' s. 

Dữ liệu : bán kính Trái Đất : R= 6,4.105 my; 

diện tích của một elip : Š= Zrạb = a|a2 —c2 

1) Đối với một quỹ đạo tròn, bán kính r là không 

đổi. Định luật các diện tích như vậy sẽ kéo theo 


9 không đổi. 
2) Ở điểm xa nhất cũng như ở điểm gần nhất, r 
là cực trị. 
Vận tốc phải trực giao với bán kính ØA (hay 
OP). 
Mômen động ở 0 là không đổi : 
FAVA =rpVp, 
hay : (R+hA}A =(R+hp}p. 


H.18. Quỹ đạo elip tiêu điểm O. 
8 Nghiệm của các phương trình cơ học 


8.I. Tính duy nhất 


Các lực được biểu diễn theo hàm số của các vị trí, các vận tốc, các gia 
tốc và thời gian. Như vậy, sự vận động của một tập hợp các chất điểm 
được chỉ phối bởi một hệ các phương trình vi phân cấp 2. Ta thừa nhật 
rằng, với các điều kiện ban đầu (các vị trí và các vận tốc) cho trước. 
nghiệm là duy nhất. Thành thử, một nghiệm, nghiệm đúng các phương 
trình vi phân và thoả mãn các điều kiện ban đầu, sẽ là nghiệm của bài 
toán vì tính duy nhất. 


8.2. Thuyết quyết định cơ học 

Như vậy, các phương trình cơ học về mặt lí thuyết có tính chất quyết định 
luận. Thực tế, các điều kiện ban đầu chỉ được nhận biết với một độ không 
chính xác nào đó và, đối với các hệ phức tạp, thì một sự biến đổi nhỏ của 
các điều kiện ban đầu có thể được thể hiện, sau một thời gian nào đó, 
bằng nghiệm rất khác nhau. 

Sự tiên đoán dài hạn như vậy, cũng biểu hiện một tính chất ngẫu nhiên. 
Ngay cả khi ta đã biết các vị trí ban đầu của các viên bi được đánh số và 
đặt trong rổ đồ chơi lôtô, thì vẫn không thể tiên đoán được số trúng giải. 


9 Lực trọng trường 


Troi3 mọi điều tiếp theo, nếu không ghi ngược lại, thì tất cả các đại 
lượng đều được xác định trong hệ quy chiếu Trái Đất ® được giả thiết là 
hệ Galilée. 


9.I.Tương tác hấp dẫn 


Hai chất điểm M; và É; có khối lượng mạ, mạ; và cách nhau một 
khoảng r, tác dụng lên nhau một lực hút, gọi là lực hấp dẫn sao cho: 


” THỊ}; _ 
FM, „my = ~ ĐC £Ị;. 


G =6.672.101'N.m. kg? là một hằng số vũ trụ. 

¿¡2 là vectơ đơn vị của trục M,M; định hướng từ M¡ về Mẹ (H.19). 

Định luật này, gọi là định luật vạn vật hấp dẫn, đã được NEWTON lập 
thành công thức để giải thích các quỹ đạo hành tỉnh. 

Khối lượng trọng lượng có mặt trong biểu thức của lực hấp dẫn giống hệt 
như khối lượng quán tính trong hệ thức cơ bản của động lực học. Đây là 
một tiên đề phụ mà hiệu lực của nó đã được tất cả các thí nghiệm xác nhận. 


9.2. Trọng lực Trái Đất 
Ở lân cận bể mặt Trái Đất, một vật thể khối lượng m phải chịu tác dụng 
của trọng lượng của nó: 
P= mỹ. 
Trong gần đúng bậc nhất, thì trọng lượng bằng lực hấp dẫn do Trái Đất 


thực hiện. Lực này gần như đồng đều trong một phạm vi mà các kích 
thước còn nhỏ so với bán kính Trái Đất R+. Do đó: 


Giá trị của ø xấp xỉ øg = 9,8 m. s3. 
Định nghĩa trọng lượng và trường trọng lực sẽ được chính xác hóa trong 
tập Cơ học II, chương 2. 


Theo định nghĩa, thì ở một nơi cho trước, đường thẳng đứng là phương của ÿ . 


⁄°p dụng Ở 


Chuyển động của một viên đạn 
ở gần mặt đất 
Ta gia thiết rằng trường trọng lực 9 = - gẻ; là 
đêm, còn các lực khác,đặc biệt là lực do ma sát 
của không khí gảy ra, đêu không đáng kể. 
Viên đạn được phóng đi ở thời điểm t = 0 từ điểm 0. 


#=0, 
Y'edtơ vận tốc ban đâu, song song với mặt phẳng - 
(0z), được vác định bởi giá trị vạ và góc Œ. „=0 
1Ị Xác định quỹ đạo của viên đạn. Z=-g,¿ 
2! Cho trước vận tốc Ÿạ, tính các giá trị góc œ để v0 NI 


viên đạn tới được một bia C ở tọa độ (xe, 0. Zc). 


H.19. /ưực hút hấp dân (lực hút). 


1/ ã(M)yg = g. cho Ở=0,ÿ=0, š=-g. 


Khi kể đến các điều kiện ban đầu ở r = 0, ta thu 
được lần lượt : 


j#= Vọ CØš Œ X = Vọ CØ% đt; 


ÿ=0, 


=0 


= -g† + Vụ Sỉn đ, 


+ vọ sỉn đI. 


Từ đó suy ra tập hợp các điển mà viên đạn, với 
một vận tốc bạn đâu vọ cho trước, có thể tới được. 


Quỹ đạo ở trong mặt phẳng thẳng đứng chứa 
vận tốc ban đầu. 


Đây là một đường parabôn (H.20) mà phương 
trình sẽ có dạng: 
“^ `0 208: E5 ‡ 
298 cos“ ø 
bằng cách khử ¿. 


Tầm bắn +; là giá trị của x mà theo đó. viên đạn 
lại rơi ở độ cao z = 


+ fan ơx. 


2 
1. 
Xp= ~® sin 2ø. 
§ 


Tâm bắn là cực đại nếu ø= Pì 


2/ xc và zc phải nghiệm đúng phương trình quỹ đạo : 


LTN am § 


‹ 2 2 


x? + tan đv,.. 
2U cos 


tọ 
ơ 
o +p % 
H.20. Quỹ đạo và tâm bắn. 
z 
C 
Ø * 


H.21. Hơi quỹ đạo giữa Ó và C. 


Vậy ø là nghiệm của phương trình : 


2 2 
X, gX< 

- TC tan? đ+x,tanữ~— K cật Tạit.0 
296 2v 


mà biệt số là : 


® A<0: bài toán không có nghiệm; không thể 
tới được Œ. 

® A=0: bài toán có một nghiệm. 

® A>0: bài toán có hai nghiệm : bắn thẳng và 
bắn câu vồng (H.21). 

Có thể tới được điểm € nếu A > 0, nghĩa là nếu : 


cà the Vận 
296 28 

Các điểm có thể tới được của mặt phẳng (Øxz) 
đều ở dưới đường parabôn an toàn (H.22) có 
phương trình : 


Zð. 5= 


é 


2 
ý 
§ x2+-—0 


z=— : : 
2v2 2g 


9 X 


H.22. Parabôn an toàn : đường cong màu đen. 


I0 Lực ma sát trong một chất lưu 


I0.I. Lực ma sát 


Không thể phân tích hết tất cả các tương tác vi mô giữa một vật rắn và các 
hạt cấu thành một chất lưu. Tuy nhiên, tập hợp các tương tác đó có thể 
được mô hình hóa bằng một lực trung bình gọi là //c ma sát -Không.có 


một định luật tổng quát để biểu thị lực này, ky có các định luật gần °`: 


đúng áp dụng cho từng trường hợp. 


Ta sẽ sử dụng hai định luật ma sát của chất lưu tương Ông: với hai trường 
hợp giới hạn : 


« lực ma sát tỉ lệ với v7 đối với các vận tốc lớn; 

® lực ma sát tỉ lệ với w đối với các vận tốc nhỏ. 
I0.2. Vật rắn tịnh tiến với vận tốc lớn 
I0.2.1. Định luật ma sát 

Cho một vật rắn tịnh tiến với vectơ vận tốc ÿ = vŸ. 


Nếu vận tốc v đủ lớn (không cần chính xác hóa hơn nữa tiêu chuẩn này), 
thì lực ma sát, với tính xấp xỉ cao, sẽ bằng : 


kÍ 2z 
Pu = KSv?7 

§ l tiết diện ngang của hình trụ sinh ra bởi vật rắn khi nó chuyển động 

tịnh tiến (H.23). 

K là một hằng số phụ thuộc vào hình dạng của vật rắn và bản chất của chất lưu. 


I0.2.2. Sự rơi tự do trong không khí. Vận tốc giới hạn 


Với định luật ma sát nói trên, chuyển động của một chất điểm trong khí 
quyển sẽ được xác định bởi phương trình vi phân : 


m = = mỹ — K§$v?T. 
dị 


Phương trình vi phân này có một nghiệm không đổi : 


Dù các điều kiện ban đầu có thế nào đi nữa, thì tất cả các nghiệm đều hội 
tụ về vận tốc này gọi là vận tốc giới hạn. 


Chỉ có thể dùng phương pháp giải tích để giải đối với một chuyển động 
thẳng #à Trong các trường hợp khác, phải dùng cách giải số. 


4? dụng Ó 


Bắn một viên đạn vào khí quyển lực tỉ lệ với bình phương của vận tốc, với vận 
tốc giới hạn vụ. Hãy xác định quỹ đạo bằng 
cách sử dụng một phân mêm tích phân số các 
vận tốc ban đâu xác định bởi vụ và œ . Lực ma sát -_ phương trình vi phân. Hãy tính độ cao cực đại 


Một viên đạn được bắn từ mặt đất, từ điển 0, với 


của không khí có thể được mô hình hóa bằng một và tâm bắn.. 


10. 
4-CH¡ 


vật rắn 


chất lưu 


H.23. Tiết diện ngang. 


„ ca 
Dữ liệu : ý = 9/8m.s” ; vụ, = 20m3”; vụ = 40 m.s” ; Phép giải số của hệ này cho ta quỹ đạo (/7.24). 


œ= 459. 
Đật: 0= ý Và v,=¿. Viên đạn lại rơi xuống đất ở x = x; = 48 m 
Ta được : (tầm bắn) sau 3,8s. 

đu h2 2 jly: Khi không có lực ma sát, ta sẽ tìm được tầm 

Tim; lễ vệ (VỊ + v2) bắn 163m (xem áp dụng 5). 

Im 
cài OẠI 2M AD-E lì: TA 
đr : : n 


` Để tập luyện : bài tập 7. 


I0.3. Vật rắn tịnh tiến với vận tốc nhỏ 
I0.3.I. Định luật ma sát 


Nếu vận tốc tịnh tiến khá nhỏ (không cần chính xác hóa hơn nữa tiêu 
chuẩn này), thì lực ma sát với tính xấp xỉ cao, sẽ bằng : 


không ma sát 


có ma sát 


Fạạ, = =hŠ y= 


x=48m x=l6ó3m\x 
Lúc này, ta nói về lực ma sát nhớt. ¡ là một hệ số, phụ thuộc vào chất ` - 
lưu, các kích thước của vật rắn và nếu như vật rắn không phải là hình câu, H‹24. Quỹ đạo trong khí quyển. 
thì còn phụ thuộc vào sự định hướng của nó đối với 7. 

I0.3.2. Rơi tự do trong một chất lưu nhớt 

Theo định luật ma sát này, thì chuyển động . của một chất điểm, chịu tác 

dụng của trọng lượng của nó và tác dụng của chất lưu, sẽ nghiệm đúng 

phương trình vi phân : 


gIẾT = mỹ — hỷ + Ƒ? 
dị 


/ƒ' biểu diễn các lực do chất lưu gây ra, nhưng không kể đến lực ma sát. 


Với tính gần đúng cao, và mặc dù có chuyển động, các lực đó vẫn có thể 
coi như lực đẩy Archimède. 

Vì AM là khối lượng của chất lưu chiếm một thể tích bằng thể tích của vật 
rắn được biểu diễn bằng chất điểm, nên phương trình trở thành : 


pIốP = (m — M)§ - hở. 
dị 
Tồn tại một nghiệm không đổi hiển nhiên là : 


ø c PLC M. 

ụ h ' 
Tất cả các nghiệm đều hội tụ về vận tốc này. Và như vậy, đây là vận tốc 
giới hạn. 
Zp dụng Z7 


Sự rơi của một quả câu vào trong nước với hệ quy chiếu Trái Đấi, thì nước đứng yên 

và tác dụng của nó quy về lực đẩy Archimède 

Một quả câu khối lượng m xuyên sâu vào trong ˆ có giá trị Mẹ và một lực ma sát tỉ lệ với vận 

nước tại điểm 0, ở thời điểm ! = 0 với vận tốc ban tốc. Vận tốc có khuynh hướng tiến về một giá 
đâu xác định bởi giá trị vạ và góc œ (H.25). Đối trị giới hạn vụ„. 


1 Nghiên cứu sự chuyển động của quả cầu. Lời 
khuyên: nên dùng các biến số không thứ nguyên: 
ˆ l l 
8=-—=#ÈÀ- 
im t 


n Z 
và đ=< 
W l 


+. 


lim 


“. m ` 
với q=— và Ì=vw, 
h 


Giải thích sự thay đổi về các biến số nói trên. 

21 Mô tả tốc đô và quỹ đạo. 

3/ Tính giá trị cực đại xụ„ cũng như độ sâu z¡„ đạt 
tới, khi x = 0,99 xu„, 

Dữ liệu : vọ = 2,0m. ~!; ø = 459; m= 1,4kg; 
M =0 440kg; g = 10m.s? #iwviigr= 10m! 

4/ Đối với một hình cầu, hệ số ma sát tỉ lệ với bán 
kính. Vậy phải sửa đổi các đại lượng đặc trưng 
(Vm, 4 và /) như thế nào đối với một quả cầu được 
làm bằng cùng vật liệu như nhau nhưng nặng hơn 
hai lần ? 

1/Theo hệ thức cơ bản của động lực học thì ta có: 


m đi = -(m — M)gẻ. — hở, 
đ ' 


hay —+H 


Phương trình vi phân đã giản ước này, độc lập với 
các thông số riêng biệt của bài toán. w „ và 7 là 
vận tốc và thời gian đặc trưng của bài toán. Cũng 
như vậy, / xuất hiện như là khoảng cách đặc trưng. 
Gọi ,, ¡,, w. là các thầnh phần của vectơ ø:. 

® =0, do đó v, = 0 và y =0. 


du z 
®@ ——=~,, do đó: Hạ = He ° 
dệ 


tịt 


VÀ U. = Vọ Sỉ đe” 


H.25. Sự rơi trong một chất lỏng nhớt. 


Sau một phép lấy tích phân nữa, ta được. 


X(†) = Vọt sin | _ c-#rÌ 


Nghiệm không đổi là w; = -I. 
w„¿ là giá trị ban đầu của z„, nên nghiệm của 
phương trình vi phân sẽ là : 


úy; =—=l+(l +ưạy)e Ê 
hay H. = : = = LT 
T1” NWum đf< đệ 


Nếu É=0 đối với =0, thì bằng cách lấy tích 
phân, ta được : 
c=-Z*(1 ~„J La] 
Và khi quay về các biến có thứ nguyên, ta có : 
Vy = —Đjjm + (Vụ — Vụ CÓS #)€ 1T, 
VÀ 7 = —Vippf + (Ì — VọT cØ§ zj| = 2# 
2/ Tốc đồ (sự vận động của vectơ_ (/) trong 
không gian (w„ v.) là một đoạn thẳng có 
phương trình (H.26): 
Mijp, — Ủọ COS # 


.=————Y 


C : x.— Vip: 
Vọ Si" @ 


Quỹ đạo có- một 
Xi = Vọt i10. 

Khi x tiến về xụ„, thì vận tốc gần như thẳng 
đứng và ở lân cận vận tốc giới hạn. 

3/ xụm = 0,20m ; z =0,14s ;/= 0,14m. 
x=0/99x„„ do đó: e 7 = 102, 

do đó r = rln 100, = 0,64s , và z¡„= 0,70m. 
4/ vụ„ và r phải nhân với 2?2= 1,6. 

l phải nhân với 23 = 2,5. 


đường tiệm cận 


H.26. Quỹ đạo và tốc đồ. 


II Lực căng của một sợi dây 


I.I. Định nghĩa 
Một sợi dây mền căng thẳng sẽ tách thành hai phần Š, và S; nếu ta cắt 
dây tại một điểm P. Như vậy, ta thấy tôn tại một lực bảo đảm sự cố kết 
của sợi dây tại mỗi điểm của nó. 
Ta kí hiệu 7,„ là vectơ đơn vị tiếp tuyến với sợi dây ở P, định hướng từ S¡ đến 
Š;. Lực căng 7 của sợi dây tại điểm P là một đại lượng vô hướng xác định 
bởi (H.27): 

FS ,s, = -Tñạ hay Èy, ,s = Ti. 
Nếu sợi dây căng ra, thì lực căng 7 là dương. 


Lực căng 7 có liên quan tới một điểm và, trong trường hợp chung, biến 
đổi dọc theo chiều dài của sợi dây. 


§. 
, V0 b2 28-SP? 
sị 

DJ 


H.27. Lực căng. 


⁄T° dụng Ø 


Lực căng của một sợi dây treo 
Một sợi dây thừng, mà khối lượng m được phân bố 
đêu trên chiêu dài l, đang bất động và được treo ở 
một đâu. 
Hãy biểu diễn lực căng tại một điểm, cách xa 
điểm treo một khoảng x. 
Tại P, phần trên tác dụng lên phần dưới một lực 
làm bù trừ trọng lượng của nó (/H.28). 
Vậy nên : 


Lực căng giảm đều đặn từ điểm gắn kết (7 = mg) 
cho tới đầu mút tự do (T = 0). 


II.2. Trường hợp sợi dây lí tưởng 

Một sợi dây được gọi là lí tưởng nếu khối lượng của nó bằng không (thực 
tế là không đáng kể) và nếu nó hoàn toàn mềm mại. 

Nếu dây được căng ra, ta thừa nhận là dây sẽ thẳng và lực căng của dây là 
đồng đều (nghĩa là giống hệt nhau tại mọi điểm). 

Hai sợi dây lí tưởng nối đầu nhau và căng ra sẽ tương đương với một sợi 
duy nhất và có cùng lực căng như nhau. 


hũ 


cà dụng ~ Ti 


Con lắc đơn 


Một con lắc được cấu thành bởi một sợi dây lí 


tưởng có chiêu dài I, cố định ở O và ở đâu có treo 

một vật thể có hình điển M, khối lượng m. Con 

lắc dao động trong mặt phẳng (Oxz), và vị trí của 

nó được xác định bởi góc 9 (H.29). 

1 Tìm phương trình vì phân mà 9 nghiệm đúng ? 

2I Xác định chu kì của các dao động nhỏ: 

1) ® Phương pháp thứ nhất 

Ta kí hiệu 4 là trục (Øy) và áp dụng định lí 

mômen động (vô hướng). Mômen đối với trục 

A của lực căng bàng không. 

Lạ = ml2Ö và ta = =mgl sin 9; 

ai di; 
đi 

® Phương pháp thứ 2 

Ta áp dụng hệ thức cơ bản của động lực học. Gọi 

T là lực căng của sợi dây : 


=/ạ nên ổ= -Ÿ si 6, 


mỹ - Tẻ, = mã. 

Do đó : 
— mg sin Ø = mHổ, 
là cos 9 —T = mổ”. 


Phương trình thứ nhất là phương trình vi phân của 


chuyển động. Phương trình thứ hai cho phép ta : 


tính được lực căng 7. 
2) Đối với các giá trị nhỏ của 0, tính gần đúng bậc 
một cho : 


sin 9 x 6, nên Ở = ~Ÿ0. 


£ 
H.29. Dao động của con lắc đơn. 
Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân 
này là : 
= tư ví c2 6 
6 =0g cos(@t +) với @“= T 
Øovà ø là hai thông số phụ thuộc vào vị trí và 
vận tốc ban đầu. Ví dụ, nếu con lắc được 
buông ra không vận tốc ban đầu từ vị trí xác 
định bởi đọ, thì nghiệm sẽ là Ø = Øẹ cosœ/. 
Trong một đao động, œ7 biến đổi 2z. Thành 
thử chu kì + bằng : 
r= _- =.2z , 
@ 8 


Chu kì này độc lập với biên độ các dao động. 


` Để tập luyện : bài tập 1 và 11 


II.3. Ròng rọc lí tưởng 
Một ròng rọc được coi là lí tưởng, nếu có thể bỏ qua quán tính của nó và 
các lực ma sát do sự quay của ròng rọc gây ra. 


Ta thừa nhận rằng một sợi dây lí tưởng quấn quanh một ròng rọc lí tưởng 
sẽ bảo toàn lực căng đồng đều (H.30). 


H.30. Nếi: ròng rọc và sợi dây là lí tưởng, thì lực căng giống hệt nhau ở P„và P;. 


ZT°p dụng ⁄2 


Máy Atwood Ta định hướng trục thẳng đứng (Ø2) lên phía 
Hai vật thể khối lượng m, và mạ, coi như hai chất . trên (H.31). 
điểm, được treo ở hai đâu mút một sợi dây lí tưởng — Chiêu dài của sợi dây là không đổi, các vận tốc 
lông qua rãnh của một ròng rọc lí tưởng móc treo và gia tốc đều ngược chiều nhau : ø¡ = - Ø8; 
tại một điển cố định. Người ta đặt : l s 
ấ(Mì) = ai; và đ(M¿)= aạẽ.. 


Hãy xác định a, và a; cũng như lực căngT của sợi dây. 


Lực căng T của sợi dây là đồng đều. Hệ thức 
cơ bản đối với hai vật thể là : 


mai =T - mịg và mạa› =T - map. 
lđị I 2đ2 28 


ll Ba phương trình độc lập nhau liên kết ba ẩn số 
đi, đ; và T. 
Ta thu được : 
Hạ — H1 2mimag 
đi =—=d¿ a2 gối ng, vàilTóa C26, 
mạ +1 Mạ + 111 
Lời bình. 


® ai dương (M; đi lên) nếu mm > mm). 

® Nếu mị = mạ , cả hai vật thể đều không được 

tăng tốc, nên : 

T =mg = ng. 

se Nếu m, =0, thì M; sẽ rơi tự do : ø; = - g 
h và 7T=0. 
® Chú ý : Lực căng 7 của sợi dây chỉ bằng 
trọng lượng của vật thể bị treo trong trường 
hợp tĩnh ! 


H 


mạ £ 


H.31. Lực căng có càng giá trị như nhau tại M,và M:›. 


Để tập luyện : bài tập 2 và 6. 


I2 Lực kéo về đàn hồi 


2.1. Lò xo lí tưởng 
Tính đàn hồi là đặc tính của một số vật liệu có khả năng lấy lại hình dạng 
ban đầu của chúng sau mỗi lần biến dạng. Trong trường hợp các biến H.32a. Lò xo không căng thẳng. 
dạng nhỏ, thường có thể đưa ra giả thiết về tính chất tuyến tính : sự biến 
dạng được giả thiết là tỉ lệ với nguyên nhân gây ra nó. 
Một lò xo (hay một sợi dây đàn hồi) là tuyến tính, nếu chiều dài / của nó, 
chiều dài lúc nghỉ (nghĩa là lực căng bằng không) fạ (H32) và lực căng 7 
của nó, giả thiết là đồng đều, nghiệm đúng hệ thức : 

T =k(I-l,) 
k là một hằng số, gọi là độ cứng của lò xo. 
Một lò xo là lí tưởng, nếu nó tuyến tính và có khối lượng không đáng kể ? : „ 
Điều kiện sau bao hàm cả ý tưởng lực căng là đồng đều. H.32b. Lò xo căng thăng. 


I2.2. Liên kết hai lò xo thành dãy 

Hai lò xo lí tưởng, độ cứng k¡ và k; được nối thành dãy (H.33). Hãy xác 
định độ cứng k của lò xo tương đương. 

e Chiều dài / của lò xo tương đương bằng tổng các chiều dài của hai lò xo. 
Điều đó cũng xảy ra đối với các chiều dài lúc nghỉ : 


I=hi*+la vàilo =lot + Tạp. 
s Lực căng 7 có cùng giá trị như nhau tại mọi điểm. Như vậy lực căng là 
đồng nhất đối với mỗi lò xo và đối với lò xo tương đương : 
T =kt ( -lọi) = a2 - lọa) = k ( - lạ), 


do đó : 


H.33. Hơi lò. vo nối thành dây. 


TỶ. =(h =lại)*(lạ =lq;)= THÌT— 
đh củi ml) 
GEN H: 

k kị kạ 

Chú ý: 

Cân nhớ rằng lực căng là một đại lượng xác định ở địa phương ( có nghĩa 
là ở tại một điểm). Tình huống này cũng tương tự như đối với áp suất 
trong một chất khí. Ta hãy xét một căn hộ có hai phòng, thể tích VỊ và V;,. 
Các thể tích đêu có tính cộng được, và thể tích của căn hộ sẽ bằng 
Vị +V;. Áp suất, đo tại mọi điểm không có tính chất đó : nếu áp suất 
trong mỗi phòng bằng l bar, thì áp suất trong căn hộ sẽ không phải là 2 bar ! 


⁄T°p dụng ZZ 


Sợi dây đàn hồi bị dàn T mẹ 


I 
=2k(l, =lại)= kÌ — -h]› 
(h ~=løi l2; ọ 


do đó : —- = dtanØ - lạ sin 9. 
2k 


Một lò xo khối lượng không đáng kể, có độ cứng k và 2sin8 
chiêu dài lúc nghỉ lạ, được giữ cố định bởi hai đâu mẹ 


mít của nó tại hai điểm A, B ở cùng độ cao và cách 


nhan một khoảng dl. Nó bị dần ở giữa bởi một vật thể Có thể giải phương trình vẻ Ø này bằng phương 


gân như là chất điểm, có khối lượng m (H34). 
Hãy nêu đặc tính vị trí cân bằng. 
Dữ liệu:  = 20g ; g = 9,8 m.vŸ; k = 1,0.102Nur! ; 
lạ = 10m ; d= 80cm. 
Ở vị trí cân bằng, tổng các lực tác dụng bằng 
không. 7, và T; là các lực căng ở hai phía của chất 
tải thêm, nên  = Tiềi + Tạế¿. 
Chiếu lên một trục thẳng đứng, rồi chiếu lên một 
trục nằm ngang, ta có : 

TỊ sinØ1 + Tạ sinØạ = mụ 

TỊ cosØt — Tạ cosØ; =0. 
Cả hai phía đều tương đương, nên cho; 


pháp số hay bằng các khai triển hữu hạn. 
9,8.10?= 0,8 tan Ø - sinØ, do đó Ø = 0,79 rad. 
Nếu 0 >i¿, thì Ø, với các giá trị nhỏ của nó, sẽ 
gần đúng là một hàm tuyến tính của m : 


H.34. Sợi dây căng tự phân tích thành hai đoạn 
thẳng đối vứng nhau. 


I2 Các lực liên kết 


13.1. Sự tồn tại các liên kết 


Vị trí của một chất điểm hoàn toàn tự do là hàm số của ba tọa độ độc lập 
với nhau của nó. Ta nói một chất điểm như vậy, có ba bậc tự do. 


Số bậc tự do sẽ giảm, nếu chất điểm bị bắt buộc phải di chuyển trên một 
bề mặt (hai bậc tự do) hay trên một đường cong (một bậc tự do duy nhất). 
I3.2. Phản lực của giá đỡ 


Xét một chất điểm M bị buộc phải di chuyển trên một giá đỡ Š : ví như 
một động tử được hướng dẫn bởi những đường ray một vòng khuyên trượt 
đọc theo một thanh dẫn, người trượt tuyết trượt (mà không bứt khỏi) trên 
một đường đua (H.3$),v.v... 


Giá đỡ áp đặt một quỹ đạo tại điểm M ; muốn thế, giá đỡ phải tác dụng 
lên M một lực gọi là “phản lực của giá đỡ ”. 
PS si =Ñ 

I3.3. Liên kết một bên 
Liên kết được gọi là mội bên, nếu vật thể được mô hình hoá bằng chất 
điểm M, và chỉ được đặt nằm trên bể mặt $. Giá đỡ đẩy ắM ra, nhưng lại 
không thể kéo / trở về. là vectơ đơn vị pháp tuyến với giá đỡ tại Ä, và 
điều này được thể hiện nhờ: 

Ñ.ñ >0. 
Bất đẳng thức trên là một điều kiện cần của sự tiếp xúc. 
I3.4. Liên kết không ma sát 
Ñ là tổng của một thành phần thẳng góc với $: Ẩ¡ , và một thành phần 
tiếp tuyến với §: # „(H.36). 
Liên kết là không ma sát nếu #„ = Ũ. 
Trong trường hợp, này tác dụng của giá đỡ chỉ hạn chế ở thành phần Ÿ, ; 


thành phần này có hiệu quả là bắt buộc động tử vẫn gắn vào giá đỡ, mà 
không hãm nó lại. 


\Ì 


H.35. Đường trượt tác dụng một lực H.36. Thành phân pháp tuyến và 
Ñlên người trượt tuyết. thành phần tiếp tuyến của phản lực 
của một giá đỡ. 


` Để tập luyện : bài tập 4, 8, 11 và 12. 


Í p dụng /Z 


Mặt phẳng nghiêng 
Có một vật thể, được biểu diễn bằng một chất 
điểm M, trượt không ma sát trên một mặt phẳng 
nghiêng (H.37). Được xác định đối với mặt phẳng 
trên là những yếu tố sau đây : 
(0z) : trục thẳng đứng ; 
(0X) : trục có độ dốc lớn nhất hướng về phía dưới; 
(0Z) : trục pháp tuyến của mặt phẳng nghiêng ; 
œ: góc (0z, 0Z). 
œ cũng đông thời là góc giữa đường có độ dốc lớn 
nhất và đường nằm ngang. 
Vị trí của một điểm trên mặt phẳng nghiêng được 
biểu diễn bởi các tọa độ (X, Y). 
1/ Nghiên cứu tĩnh 
M bất động, được giữ yên bởi một sợi dây song 
song với mặt phẳng nghiêng (H.38). Xác định lực 
căng của sợi dây cũng như phản lực của mặt 
phẳng nghiêng. 
2/ Nghiên cứu động lực 
Xác định gia tốc của M, phản lực của mặt phẳng, 
và bản chất các quỹ đạo. 
Khi không có ma sát, thì phản lực của giá đỡ có 
dạng R= Rẻ;. 


H.37. Mặt phẳng nghiêng. 


œ 


H38. Vật thể được giữ yên bằng một sợi dây. 


1). Cho £là vectơ đơn vị theo phương của sợi 
dây và T là lực căng của sợi dây. Lúc cân 
bằng, tổng các lực tác dụng bằng không 
0= -mgẽ, + Rẻ; - Tẽ. 

ề, š, và ếz là đông phẳng và £ vuông góc với £z.. 
Vậy ¿= x: sợi dây được căng thẳng song 
song với đường có độ dốc lớn nhất. Ta chiếu 
hệ thức trên lên các trục (Ø3) và (Ø2) : 

0= mgsina +0—T do đó T =mgsinơ 

=-mgcosø + R; R=mgcos 

Mặt phẳng nghiêng được sử dụng từ thời cổ đại 
để nâng các vật rất nặng lên cao. Lực phải thực 
hiện, để làm cân bằng trọng lượng, thì nhỏ hơn 
trọng lượng. 

2) Ta áp dụng hệ thức cơ bản của động lực học : 

mã = -mgẻ, + Rẽz. 

Chiếu lên các trục (ØX) và (ØZ) biết rằng 
az=0 (động tử vẫn ở trên mặt phẳng 
nghiêng) : 

kè y =mgsina 


ä=gsinđềx 
0=—mgcos ư + R; R? hi F 


RÑ =mgcosđểz. 
Các phương trình vi phân là : 
_Ÿ=gsinz và Ÿ =0. 
Với các điều kiện ban đầu lúc t = Ô : 
X(0)=0,Y(0)=0,X(0)=vx, và Y(0) = vy,,, 
Các phương trình đó có nghiệm là : 


X =gsinar +vyyf và Ÿ = Vyyf. 
¡¡ w 
Dođó: X=#““yY?+-> 


2vy Vụ 
Các quỹ đạo đều là các đường parabôn (H.39). 


H.39. Quỹ đạo là đường parabôn 


ĐIỀU CẦN GHI NHỚ 


m8 ĐỊNH LUẬT NEWTON 
Ba định luật Newton là các định luật cơ bản của cơ học chất điểm 
s Nguyên lí quán tính 


Tôn tại một lớp các hệ quy chiếu, gọi là các hệ quy chiếu Galilée mà đối với chúng thì một 
chất điểm cô lập sẽ chuyển động thẳng đều. 


se Hệ thức cơ bản của động lực học 


Trong một hệ quy chiếu Galilée, thì tổng vectơ của các lực tác dụng vào một điểm ấM có khối 
lượng m, liên hệ với gia tốc của chất điểm theo : 


dp(M) 


Fự. = mã(M) = 
#M (M) đr 


s Nguyên lí các tác dụng tương hỗ 
Các lực tương, tác do hai chất điểm 4M, và M; tác dụng lên nhau đều ngược nhau và cùng 
trên đường thẳng với trục (M,M;). 
ø MÔMEN ĐỘNG LƯỢNG 
Mômen động lượng đối với điểm Ø của chất điểm M trong hệ quy chiếu % là : 
Lạ(M)¿y = mÓM ^ ÿ(M)„„. 


s Định lí về mômen động lượng 
Trong một hệ quy chiếu Galilée và nếu Ø là một điểm bất động thì : 
z đL¿(M) 
Ð 0 =2 
0Z—R đi 


8 LỰC XUYÊN TÂM 

Nếu một điểm 4 chịu tác dụng của một lực xuyên tâm mà tâm ở Ø thì : 

s mômen động lượng của nó ở Ó là không đổi ; 

s quỹ đạo của nó là phẳng. Mặt phẳng quỹ đạo trực giao với vectơ Lạ và chứa điểm Ó ; 


s vận tốc diện tích là không đổi. 


ĐỀ BÀI 


Một quả cầu khối lượng m được ném thẳng đứng xuống phía dưới với vận tốc ban đầu *ọ 


đài, 


cố rơi thẳng đứng 


. Sau một thời gian đủ 


quả cầu rơi xuống với vận tốc vụ„. Lực ma sát của không khí có thể được mô hình hóa bởi một lực # = K®°. 


I)_ Xác định vận tốc w của quả cầu theo hàm số của thời gian í. 
2) Xác định vận tốc y theo hàm số của quãng đường z đã đi qua. 
3) Vận tốc ban đầu bằng không, hãy xác định với giá trị nào của z thì vận tốc bằng vụ„ hơn kém 1%. 


Dữ liệu : 


wựạ= 10 m.s†! ; g = 9,8 m.s”. 


4)_ Các kết quả đó sẽ thay đổi như thế nào đối với một quả cầu có cùng khối lượng thể tích như nhau, nhưng 


nặng hơn hai lần ? 


Lời khuyên nên sử dụng các biến số không thứ nguyên u, Š và Š được ¬ định theo : 


Vụ 
ở CN t=E lim và z=É Vấm 


lim: Ø 2g 


Minh giải các sự thay đổi của các biến số. 


HƯỚNG DẪN 

Cần chọn hướng nào cho trục 
thẳng đứng ? Nếu tất cả các đại 
lượng (độ cao, vận tốc, v.V.) có 
cùng dấu như nhau, thì tốt hơn 
hết là lập luận theo các đại lượng 
dương. Vậy lực ma sát có dấu 
như thế nào 2 

Mục đích để có sự thay đổi như 
vậy về các biến số là nhầm thu 
được một lời giải độc lập với các 
thông số của bài toán (ở đây là g 
và wụạ). Mếu sự thay đổi đưa ra 
là thích đáng, thì phương trình 


thụ được chỉ kể đến các biến số 
không thứ nguyên, với các hệ số 


bằng số đơn giản (thường là T). 


LỜI GIẢI 
1) Ta định hướng trục thẳng đứng (Øz) về phía dưới v luôn luôn dương, ta 
được phương trình vi phân : 


“wh — _8# v2, 2 

đ Viện 

Ta thực-hiện sự thay đổi biến số ; kết quả là một phương trình vi phân đơn 
giản hóa sẽ chỉ làm xuất hiện các đại lượng không thứ nguyên. 


du 2 


Kà hay —=l~u“. 
dễ 


$ 
——(l-1“) 
dt `.” 


V]im 


Vặm VÀ “Hi xuất hiện như là vận tốc và thời gian đặc trưng của hiện tượng. 
§ 


Một nguyên hàm của ƒ() = 5 có dạng 


l=uw 
#uð= 3u thâu ạc! 
2..l„w 
Với các điều kiện ban đầu #= wọ =0 nếu š =0, thì nghiệm của 


Viim 


phương trình vi phân sẽ là : 


uờ 34j (1+)(1= „ạ) | 
2 (1—J(1 + nạ) 


— (1+g)exp(2§) - (l ~ tạ) 


nên : Ũ 
(l+ uọ )exp(2§) +(l—Hạ) 
2gt 
(tim + Vọ ) sẲ ] ~(Vim — Vọ) 
Vijm 
hay : „ Viện 


thề dục dề uy diễn t4 c| 0o dua Dài 
( im, + Vọ ) €XP| + (im ~ v0) 


Vim j 


Môi khi có thể, bảo giờ ta cũng 
phải so sánh kết quả tổng quát 
của mốt' phép tính 'với: những 
trường hợp đặc biệt.đơn giản'đã 
biết. Ta có thể đưa ia những kiểm 
chứng nào đối với các kết quả: 
của 1) và 2) ? ) 
Để biểu diễn heo hàm số của z, 
thì sẽ là vựng về nến ta xuất phát 
từ các biểu thức của Z(†) và v(t), 
rồi khử biến số t. Sẽ đơn giản hơn 
nhiều nếu ta dng các quy tắc lấy 
đạo hàm các hàm số kép để thu 
được một phương trình vi phân 
mới, được kiển chứng bởi hàm 
Số w(z). 


Kết quả mong cợi ở 3) là một sự 
ước tính quảng đường đi được 
trước khi đạt tới chế độ ổn định. 
Thành thứ. đáng lẽ giải trực tiếp 
phương trình về z : w(z) = 0,99, 
thì sẽ tốt hơn nếu ta tuyến tính 
hóa phương trình đó. nghĩa là 
biến đổi nó thành phương trình 
gân đúng tuyến tính. Ví dụ, nếi y 
quá nhỏ so với Ì, thì có thể viết eY 
=l+y. 


lin+ 


Ta có thể kiểm chứng lại khi: =0, 9= vọ và £ —> ø, => Đụ 


du 


2)—* (I~w27. 
dị. XP 
1 là hàm số của z và z l lân SỐ của f ; vậy 
2 2 
đu _ đu đ _ EVhuye du... nên ; Viêm đ(w“) cŨ|ÍxuẬ, 
dị —đz dự đz ` 2g- đz 
v2 
Đặt z=£ _Ủm 
28 
Ta lại thu được một phương trình vi phân giản lược : 
2w đu 
“=1 
l—w dệ 


lz Kỷ là khoảng cách đặc trưng của bài toán. 
Lộ 
Nghiệm kế chứng các điều kiện ban đâu là : 
1— 
c=h 
IS T4 
Trở lại các biến số ban đầu : 


CN) tổ 28: 
vÝ =w/|l—|1~— €Ap| =— ï 
k \ Việm V]im 


Ta có thể minh chứng rằng vụ„ đúng là vận tốc giới hạn. 
3) Từ kết quả ở trên, ta suy ra : 


„ 11⁄2 
“+ | “ sơ|~ ñÌ ủ 
im ụ 


Khi —— gần I, thì ss[= ¡ sẽ nhỏ so với 1. 


im 


+ hay 2 =1 -(l — mộ )exp(~€ ). 


Nếu sử dụng dạng gần đúng, ta có: : 


——=l 3 2ï“ 7]>0, nên su|~ ï)<? 102, 


im 
vn 
Vậy z>-lln(210?)  vàz>309 _ đo đó : z > 19,97, 
“§ 
v2 
k= TẢ chính là khoảng cách-đặc trưng của bài toán, và chế độ ổn định 
6 ! | 


thực tế sẽ đạt được sau một khoảng cách vào cỡ vài L 
4) Văn Ti Nếu quả cầu nặng hơn hai lần, thì bán kính của nó phải 


nhân với 2", § với 2”° và do vậy vụ„, với 2!⁄4' 


ỗ òi tập 
ẤP DUNG TRƯC TIẾP BÀI GIẢNG 


Z Sợi dây bị dằn giữa hai ròng rọc 

Các ròng rọc và các dây được bố trí trên sơ đồ đều là 
lí tưởng. Hãy xác định góc Ø lúc cân bằng. 

e Lời giải 


: I3 

sin =—— 
x 
2m 


nếu mì; < 2m, 


œ2 Palăng 


Một palăng được cấu thành từ 2z ròng rọc và một sợi 
dây được bố trí theo sơ đồ dưới đây. Các trục của các 
ròng rọc phía trên thì cố định còn các trục của các 
tòng TỌC phía dưới được gắn vào một cái cần AB có 
thể di chuyển tịnh tiến theo phương thẳng đứng. 
Người ta giả thiết các ròng rọc và sợi dây đều là lí 
tưởng.Một người vận hành thực hiện một lực #° vào đầu 
mút tự do của sợi dây. 

Hãy xác định gia tốc của vật thể được nâng lên có 

- khối lượng m. 


® Lời giải 


F 
a=2n—-g. 
„HH 


Nhu vậy, người vận hành có thể nâng vật thể 


n cứ: T _ 2 m§ 
lên nếu người đó thực hiện được một lực lớn hơn —— 
2n 


ở Cuộc hành trình bằng khí cầu 
Một khí câu bơm hêli đã mất khí. Khí cầu rơi xuống 
đất với gia tốc a. 

Khối lượng tổng cộng là m, hãy xác định khối lượng 
của tải trọng dằn cần được các nhà du hành ném đi để 
khí cầu có một gia tốc với cùng giá trị tuyệt đối như 
khi rơi, nhưng bây giờ lại hướng lên cao. Ta bỏ qua 
các lực ma sát. 

sLời giải 


Am =2m 


s+.a 


#4 Mặt phẳng nghiêng và ròng rọc 

Š, trượt (xem sơ đồ) không ma sát trên mặt phẳng 
nghiêng và Š; di chuyển thẳng đứng. Các vật rắn 
chuyển động tịnh tiến này được coi như các chất điểm. 


Hãy xác định gia tốc của các vật đó, biết rằng ròng 
rọc và dây đều là lí tưởng. 


« Lời giải 
#. ko Ghau,leu GA c. gẽ„ (cho S;). 
„Ị + m2 
h 
Sị 
$ 
œ 
ˆ-“ ˆ F4 

5 Để chiến thắng mà không nguy hiểm 


Một đấu thủ phóng phi tiêu khối lượng m với vận tốc 


vạ. Các mũi tiêu cắm sâu vào bia gỗ đến độ sâu e. Bia 
tác dụng một lực cản mà ta giả thiết là độc lập với vận 
tốc. 

Để đánh dấu “dễ dàng” các điểm, người đó cắm mũi 
tiêu vào số '*1000 '* mà không phóng nó. 

Hỏi người đó phải ấn với một lực bằng bao nhiêu ? 


Dữ liệu : m = 10g ; vọạ = 10m. s”; e = 5,0 mm. 
e Lời giải 
2 
m 
/.2 9s 100N. 
2e 


Ố Một cuộc đua công minh 

Hai người bạn, A là nhà thể thao tồi, và 8 là nhà vô 
địch thể dục, để xuất một cuộc đua hữu nghị leo dây. 
Họ quấn một sợi dây quanh một rồng rọc treo trên 


trần nhà và đứng dưới chân 
dây, mỗi người cầm một 
đầu dây. Để cuộc đua thật 
bình đẳng, người nhẹ hơn 
được đeo thêm một tải 
trọng, sao cho cả hai người 
có cùng một khối lượng 
như nhau. 

Sợi dây và ròng rọc là lí 
tưởng. Vậy người nào leo 
lên cao trước nhất ? 


*® Lời giải 

Lực căngT của sợi dây là đồng đêu. 

Ta áp dụng định luật cơ bản của động lực học cho từng đấu thủ : 
Đối với A : mau =T - mẹ ; 

Đối với B : may =T - mạ. 

Các gia tốc a, và ay bằng nhau và, các điều kiện ban đâu 
giống hệt nhau, nên cả hai đấu thủ cùng tới đích. 

Một bài toán cơ học phải được phân tích chặt chế. Đặc biệt, 
không được nhầm lẫn lực với cảm giác cố gắng của cơ bắp. 
Nếi ròng rọc và sợi dây không phải là lí tưởng, thì lúc đó, 
phải tôn trọng cấp bậc thể thao. 


Z Chuyển động thẳng đứng trong 
không khí 
Một vật khối lượng m, được mô hình hóa như một 


chất điểm, được ném thẳng đứng lên cao từ điểm 0 
với Vận tốc vọ. 

Tác dụng của không khí được quy về một lực ma sát 
ngược chiều với vận tốc là Ƒ¿ = kvỶ. 

Hãy biểu diễn vận tốc v của vật theo hàm số của độ 
cao z của nó. Tính độ cao cực đại, cũng như vận tốc 
của nó khi nó, lại rơi xuống tới Ó. 


Hãy làm xuất hiện trong các biểu thức các số hạng : 


m§ 


„m 
Vijg, = F và Tưng 


Hãy nêu thật chính xác ý nghĩa của các số hạng đó. 
® Lời giải 
Hệ thức cơ bản được thể hiện bằng phương trình vi phân : 


dụ 2 e=+l 
m— =—mg — Ekv“, trong đó ; 
đĩ c=-l 


Ta đi tìm v(z) chứ không phải v(t). 


nếu y > 0 


nếu » < 0 


ho dhỉđz dh 
ch ——, do đồ ¿MP — = —mg — ek2 
dt dz dị đz 


2 dU k 
Đặt U =v”, ta được :—— ==2g>~ 2£—U 
đz m 
Đây là vấn đề của một phương trình ví phân tuyến tính cấp 1. 
Ta hãy tìm các nghiệm U (z) của nó, tương thích với giá trị ban 
đâu của v. 


* 
eĐilên: v? = _ + + tẫge|~ D) 
1 


Độ cao cực đại đạt tới khi v = 0 là : 


2 
Yộ 


Zmay =lIn|'1+ 
ví. 
lim 
s Đi xuống: Với các điêu kiện ban đầu z = z„„„ và  v = 0, thì 
nghiệm là : 


V lang 2>) Zmax — 7 
chung ¡ - sr|- #g —Ì| 


Khi z = 0, động tử lại đi qua 0 với vận tốc VỊ sao cho : 


Vụ, là vận tốc giới hạn và L là khoảng cách đặc trưng. 
S rơi tự do không ma sát tương ứng với k = 0, nghĩa là với Vụ„, 
tiến tới a ; ta lại tìm được đúng trong trường hợp này VỊ= Vự 


ổ Nhào lộn nguy hiểm 

Một ôtô, được coi như một chất điểm, chạy với vận 
tốc đều v, trên một đường đua có mặt cắt mấp mô. Ô 
tô vượt qua một ụ đất được mô hình hoá bởi hai đoạn 
thẳng nối với nhau bằng một cung tròn bán kính ¿ và 
góc mở 20. 

Tìm điều kiện để ô tô duy trì được sự tiếp xúc với đất 2 
Dữ liệu : œ= 10 và 1 = 5m. 


® Lời giải 

Phương pháp giải loại bài toán này đi theo sơ đồ sau đây: 

® Công thức hóa giả thiết : động tử vẫn gắn với giá đỡ nó; 

® Tính phản lực của giá đỡ; 

© Nghiên cứu dấu của Ñ.ñ : 

- Nếu Ñ.ñ <0, thì khi đó kết quả sẽ mâu thuẫn với giả thiết 
lúc khởi hành : giả thiết này sai và động tử đã rời bỏ giá đỡ; 

- Nếu. Ñ.ñï >0 thì sẽ tôn tại một nghiệm kết hợp với giả thiết : 
vì tính duy nhất, nên đây là nghiệm của bài toán. 

Ta sử dụng các tọa độ cực, tâm 0. 


2 
ụ = 
Với #tnrnSh và mã = mỹ + Ñ, ta thu được : 


z 

E LẢ 

R.ế„ =—=m —— + mạ cos 6. 
1 


Xe chạy nhanh vẫn gắn với đường đua nếu R.ẽ,„ >0, nghĩa là 


nếu gÌ cos 9 > v2 đối với tất cả các giá trị của 6. 

Ta sẽ thu được giá trị nhỏ nhất của cos6 đối với 8 =œ. Điều 
kiện tìm được sẽ là vŸ < glcosơ, thành thử v < 6,9 m.s!. 

Xin chú ý rằng, nếu điêu kiện không bứt khỏi đường đua được 
kiểm chứng đối với @=œ, thì điêu kiện này sẽ luôn luôn nghiệm 
đúng. Sự bứt khỏi đường đi chỉ xảy ra ở đâu đoạn đường tròn. 


9 Con lắc 

Đầu mút @ của một sợi dây OM khối lượng không 
đáng kể và chiều dài không đổi !. Một vật thể gần như 
chất điểm có khối lượng m được treo tại M. 

Vật đó được tách xa đường thẳng đứng một góc œ, rồi 
được lăng đi. Tính vận tốc ban đầu cần truyền cho 
con lắc để nó vạch ra các vòng tròn nằm ngang. 


e Lời giải 

Chất điểm M chịu hai lực tác dụng trọng lượng của nó và lực 
căng của sợi dây. 

e Phương pháp thứ nhất. 


Ta áp dụng định lí mômen động lượng ở O; lực căng của sợi 
dây không xuất hiện trong các phương trình. 

Trong tọa độ câu, thì nghiệm phải tìm tương ứng với r và 8 
không đổi, với r = Ì và 8 = m-d. 

Lân lượt ta thu được : 


Jn = mlễ, Alsin0bø, = ml? sinÖjg ; 
sạ = sin; + cosØ(cos@6y + Sin Đầy); 
để, 


cá cosØ(~ sinpy + cos Øy)@ = cos độ ế„ 
đt ; 


dữo T1. : +. 
— = -ml” (sin 8Ð 6g + sin Ð cos đò #„)(1) 
dĩ 


Theo định lí mômen động lượng : 


do 2 - AI rIRẾ 

—— =OM ^ mỹ = —m lg ê„ ^ 6; = mm lg sin đụ (2) 
đt “ 

Đồng nhất hai biểu thức (1) và (2): 


Í =0: sự quay là đêu 
4 


lộ“ cos œ= g. 
i2 
w Í sin“ œ 
Nhưng ọ= , vậy v2 Asý 2 Eu shen 
lsinœ cøsœ 
® Phương pháp thứ hai 


Ta sử dụng hệ thức giữa lực và gia tốc; muốn thế ta phải đưa 
vào ẩn sốT: lực căng của dây. Trong toạ độ trụ, nghiệm phải 
tìm tương ứng với r và z không đổi. 

Đối với chuyển động tròn nằm ngang với r=OH=lsind, thì: 


ä = -Ô?I sin gể, + lsin 88g (1) 
Hệ thức cơ bản của động lực học là : 
Ê = mä = T(cos dể; —sin ẽ„)~ mgể; (2) 


Ta đồng nhất hai biểu thức (1) và (2): 
mlô? =T, =0, 
Sự quay là đều và 


T cos ở — mẹ = 0 


Nr. 
mg 2_ glsinˆœ 


cosœ 


mlô? = do đó v 


cosa 


Chu kì quay là tà28:2 sử 
9 §cosøœ 


Đối với những góc nhỏ, gần đúng bậc một về œ, thì : 


1 
cosd z Ì và ren , giá trị đó độc lập với ơ. 
§ 


#0 Khối lượng Trái Đất 


Tính giá trị gần đúng của khối lượng Trái Đất và khối 
lượng trung bình p„ của nó. 


eLời giải : 


m"m 
g=G—T. Với các giá trị đã biết của g, R„ạ và G. ta thu được : 
Rr 


sR” 24 
#8 mị= —— =6,0.10 ` kg ; 
G F 


* Đạy = 1 =5,5.10Ÿ kgum Š, 
gi? 
z7 Lực và lực căng 
Hai người kéo căng một sợi thừng AZ, mỗi người thực 
hiện một lực chuẩn Ƒ. 
Hãy xác định lực căng của dây thừng nếu : 
s trường hợp 1 : mỗi người kéo một đầu dây. 


s trường hợp 2 : thừng được gắn chặt vào tường, và 
cả hai người cùng kéo ở một phía. 


Trường hợp I 


“tường. 


e Lời giải : 

Ta hãy nghiên cứu, trong cả hai trường hợp, sự cân bằng của 
nữa trái sợi thừng : 

® Trường hợp l :0.= -T+ F, vậyT = F: 

® Trường hợp 2 : 0 = -T + 2F, vậyT = 2F. 

Kết quá này chứng tỏ rằng không được lẫn lộn lực được định 
nghĩa chặt chế trong cơ học với sự gắng sức của cơ bắp. 
Trong trường hợp 2, tường tác dụng vào dây thừng một lực 2F. 


Z2 Mâm rung động 


Một vật thể rắn khối lượng m được đặt trên một cái 
mâm ở độ cao z„ rung động theo phương thẳng đứng : 


Tp = acosứf. 
Trong điều kiện nào vật thể vẫn gắn liền vào mâm ? 


; k 


‡pÌ<--- 


e Lời giải 
Ta giả thiết là sự liên kết với mâm được duy trì. Vật thể cứng 
có thể được biểu diễn bởi một chất điểm có độ cao z sao cho : 
z=h + acos@ t, với h là một hằng số 
R là phản lực của mâm, ta viết hệ thức cơ bản : 
-mg + Ñ= m2, do đó : R = m(g - a@ cos@ t) 


Vật thể không rời khỏi mâm nếu R vẫn dương, nghĩa là nếu, 
với mọi giá trị của t : 
2 
g83a@ˆ cos @t 
Giá trị cực đại của cosef là 1, điểu kiện này tương đương với 
2 
g3 “a 
Đối với một mâm rung ở 100Hz : œ = 614 rad.s!, và sự liên 
kết hãy còn tồn tại nếu a S25um. 


SỬ DUNG VỐN KIẾN THỨC 
Zđ** Tưới nước 


Người ta đặt trên mặt đất một ống hình trụ. Suốt chiều 
đài /, ở nửa hình trụ trên, người ta đục rất nhiều lỗ 
nhỏ phân bố đều đặn. Từ đó, phát ra các tia nước, tất 
cả đều vuông góc với ống, cùng một lưu lượng và 
cùng một vận tốc vạ như nhau. Lưu lượng tổng cộng 
(khối lượng nước phân tán trong đơn vị thời gian) là D¿. 


Hãy xác định mật độ tưới đ, được định nghĩa là khối 
lượng nước nhận được trên đơn vị diện tích trong đơn 
vị thời gian, theo hàm số của x là khoảng cách từ một 
điểm trên mặt đất đến ống nước. 

Các tia nước gồm những tập hợp các chất điểm độc 
lập nhau, được phóng đi từ ống nước, và để đơn giản, 
ta có thể bỏ qua lực ma sát của không khí. Đối với 
một cung đÐ trên hình trụ, ta có thể xác định lưu 


lượng nguyên tố ¿2 và diện tích j$ của bề mặt được 
tưới (xem sơ đồ) 


®Lời giải 


3 2 
1Ø "" vũ 
djiD= Dự — và x=-yin26, vậy dS = lv = 2I—* cox2@10 ; 
# s § 
gY 
d= Đẹp ——”—— với sin20<S 
2nhj cos 20 v 


Về lí thuyết thì mật độ đó là vỏ hạn ở giới hạn của bề mặt được 
tưới. Tuy nhiên đây không phải là nghịch lí. vì tích phân của d 
trên toàn bề mặt lại hội tụ và bằng D, 


#4 **Các chất điểm được dẫn đường 


Một ống, nằm yên trong một 
hệ quy chiếu Galilée, có 
đạng của một phần tư vòng 
tròn bán kính ø. Ống dẫn 
đường, không ma sát cho các 
vật thể được coi như các chất 
điểm khối lượng im, lưu thông 
với vận tốc không đổi v. 

1/ Biểu diễn lực do mỗi vật 
thể tác dụng lên ống. 


5-CHỊ 


2/Có N vật thể giống hệt nhau được xếp cách quãng 
đều đặn trong ống. Nếu số M rất lớn, hãy xác định lực 
tổng hợp mà chúng tác dụng lên ống. 

3/ Theo định nghĩa, lưu lượng Ð là khối lượng đi vào 
ống trong đơn vị thời gian. Hãy biểu diễn # theo hàm 
số của D. 

Chú ý : Giá trị trung bình của cosØ trong khoảng 0 


š 1ẩ 
và :— là : 


L¿ 


2/2 


Lồ 


4 
<coš8 >=— Íc» @19 = 
Lá 
0 
® lời giải 


2 
.. MVT _ 
liF= Đụ. 
p 
2 
2/R= 242 N——. 
z p 
› „ „mạ Tp 
3/ Các vật thể được xếp cách quãng e=——dlo đó N=ẽ—— 
D 2e 


và R= V2Dr. 


Mục rTiêU 


W Các khái niệm về công suất và công 

Định lí về động năng 

Sự bảo toàn cơ năng đối với các hệ 
bảo toàn 


ĐIỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 


Hiểu biết về toán tử gradient 
M Động lực học của chất điểm trong hệ 
quy chiếu Galilée (chương 2) 


0ÔNG SUẤT VÀ NĂNG 
LƯỢNG TR0NE HỆ QUY 
HIẾU RLILÉE 


2 ` 
Mở đầu 
Khái niệm về năng lượng là mới. Các dạng cơ học và 
nhiệt học của nó chỉ mới được nhận thức rõ ràng vào 
thế kỉ XIX. Còn trước đó, các nhà cơ khí không phân 
biệt được rõ ràng điều mà ngày nay chúng ta gọi là 
công suất và lực. Đoạn trích này trong cuốn Tỳ điền lí 
giải về Vật lí, xuất bản năm 1781 của IM.BRISSON, thuộc 
Viện hàn lâm khoa học hoàng gia đã nêu rõ : 
“Hoạt lực: 
là lực của một vật đang chuyển động, tác động lên một 
vật chướng ngại, gây cho nó một hiệu ứng khiến nó phải 
nhượng bộ. Ví dụ như Lực của một vật rơi từ một độ 
cao nào đó do trọng lực và va vào một vật chướng ngại 
mà nó gặp phải. Đó cũng là Lực cuả một lò xo khi giãn 
ra, bật vào một vật cản khiến vật cản phải di chuyển. 
Cho đến thời của LEIBNIT2, người ta luôn nghĩ rằng 
Hoạt Lực cũng nhv Tử Lực phải được đánh giá là tích 
của khối lượng nhân với vận tốc đơn thuần. 
Còn Leibnitz lại suy nghĩ khác. Ông tin rằng phải coi 
Hoạt lực như là tích của khối lượng nhân với bình 
phương của vận tốc (hãy đọc tác phẩm của ông có tên 
sách là : Brevis demonstratio erronis memorabilis 
Cartefii et aliorum. Ac¿. Erud. Lipƒ, 1686, p. 161.) 
Dù ý kiến đó có trái ngược đến đâu với những nguyên lí 
đã biết và được chấp nhận qua mọi thời đại, thì nó vẫn 
có những người bảo vệ, bênh vực nó dựa trên các thí 
nghiệm và các lập luận chỉ đúng bề ngoài”. 
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| Công suất của một lực trong một hệ quy chiếu 
# 


I.I. Định nghĩa 
Cho một chất điểm khối lượng m, ở tại điểm M của hệ quy chiếu ® với 
véctơ vận tốc ÿ (M)/„. 
Chất điểm lúc đó chịu một lực #' và theo định nghĩa, thì công suất 
Ø(F;a )của lực đó là : 

#%(F),a = Ê.ÿ(M)¡z 


Công suất của một lực phụ thuộc vào hệ quy chiếu nghiên cứu, cho dù hệ 
đó có là hệ Galilée hay không. Thật vậy, mặc dù lực là bất biến, nhưng 
vận tốc lại phụ thuộc vào hệ quy chiếu đang được xem xét. 


Đơn vị công suất trong hệ đơn vị quốc tế là oát (watt) (kí hiệu : W ; 
1W = lkg.m°.s`). 

I.2. Công suất của một lực tiếp xúc không ma sát 

Một chất điểm chuyển động với vận tốc U trên một giá đỡ nằm yên trong 
hệ quy chiếu %. Khi không có ma sát lực tiếp xúc ® pháp tuyến với giá 
đỡ và do đó trực giao với vectơ vận tốc . Công suất của lực đó bằng 
không trong hệ # : 


I.3. Tính cộng được 
Có hai lực 4 và ; tác dụng vào một chất điểm ở thời điểm ¡. Công suất 


tổng cộng trong hệ quy chiếu ®, theo tính chất cộng được của các lực, sẽ 
bằng tổng các công suất : 


(+2) =(Ñ+F2)8 = Ruð +Fs = 2(E) +Ø(;) = 7| +2 
Tính chất này được mở rộng trực tiếp cho trường hợp N lực tách biệt. 


2 Công của một lực trong một hệ quy chiếu % 


2.!. Định nghĩa 
Công nguyên tố jW(Ê ) của lực # tác dụng vào một chất điểm M trong 
thời gian vô cùng nhỏ dt, thì bằng : 

aW(Ê)„ =ZF) „dt. 
Công nguyên tố phụ thuộc vào hệ quy chiếu. Khi giản lược các kí hiệu, có 
thể viết công thức về công nguyên tố trong hệ quy chiếu ® như sau : 

dW = Fšÿát = F.AM. 

0 là điểm cố định trong ®, đM = 4ØM, là vectơ chuyển dời nguyên tố 
của điểm M ; dW là lưu thông nguyên tố của lực F. 


Tính cộng được của các công suất kéo theo tính cộng được của các công. 
Đơn vị công trong hệ đơn vị quốc tế, là Jun (kí hiệu : J; 1J = 1kg.m?.s'). 


2.2. Trường hợp của một chuyển dời hữu hạn 
Có một hạt (/.7) ở tại M, lúc ?, và ở M; lúc r; công thực hiện trong .2? bởi 


lực # giữa hai thời điểm đó là : 


tạ Mạ 
W= ÍZ(Q= |Fam. 
h L) 


Sự lưu thông này thoạt nhìn thì phụ thuộc vào hình dạng của quỹ đạo giữa 


MỊ và M:. 


2.3. Trường hợp của một lực không đổi 


Trong trường hợp đặc biệt của một lực không. đổi thực hiện một chuyển 
đời hữu hạn, thì biểu thức trên được viết đơn giản thành: 


W=#.MIM; 


Z°p dụng Z 


Công của các lực trọng trường 
Ta khảo sát một cái nôi, 
khối lượng m, của một  # 
bánh xe lớn bán kính R. 2R 
Tính công do trọng lượng 
của nó gây ra khi, xuất 
phát từ điểm thấp nhất A, 
nôi vạch một mửa vòng ? 
một vòng ? 0 
Ta thừa nhận rằng các 
tác dụng của trọng lực 
đều tương đương với một 
lực bằng trọng lượng 
tổng cộng tác dụng vào 
tâm quán tính G. 


H2. Cái 


nôi 


phải 
“treo” dưới bánh ve 


M; 
H.1. Trường hợp của một chuyển 
đời hữu hạn. 


Tâm quán tính của nôi cũng vạch một vòng 
tròn bán kính R. Gọi z là độ cao của nôi ở một 
thời điểm cho trước, trên một trục thẳng đứng 
đi lên của hệ quy chiếu gắn với mặt đất. Công 
của trọng lượng trong một chuyển đời nguyên 
tố bằng : 

dW(mg) = =mgẽ..d(xể, + yề,, + Zể. ) = —mgdlz 


Đối với một chuyển dời hữu hạn, W = mg (z, - 
Z¿), z¡ là độ cao của điểm xuất phát và z; là độ 
cao của điểm tới nơi. 

Đối với nửa vòng : W„ = -2mng ; đối với một 
vòng trọn vẹn thì : W, =0. 


3 


3.I. Định lí về công suất động học 


năng 


Các định lí về công suất động học và về động 


Cho # là lực tổng cộng áp dụng vào một chất điểm M, khối lượng m, 
đang chuyển động với vận tốc trong hệ quy chiếu Galilée ® đang 


nghiên cứu. 


dữ lề 
Nhân hai vế của hệ thức cơ bản của động lực học Ê =mä = "l$ với 


, thì ta được : 


dị 


2 
Lượng S5 „ theo định nghĩa, là động năng +(M )ạy của hạt trong hệ 
quy chiếu Ø,. 
Ta có thể kiểm nghiệm € cùng thứ nguyên như công. Trong hệ đơn vị 
quốc tế, động năng biểu thị ra kg.m?.s?, nghĩa là ra jun. 
Trong một hệ quy chiếu Galilée, công suất của lực tổng cộng áp dụng 
vào một chất điểm, thì bằng đạo hàm đối với thời gian của động năng 
của nó. 
g.#ấc 
đt 
3.2. Định lí về động năng 
Công nguyên tố của lực tổng cộng trong thời gian nguyên tố dt là : 
Ødt = dW = d& 


Ta xét chuyển dời của chất điểm M từ vị trí M, lúc /¡, sang vị trí M; lúc r;, 
đọc theo một đường cong Ï ; khi đó, ta có : 


t2 Mạ 
W= |Øw=. |F.4M = ấ;)~ ấ (ty) 

tị Mụị 
Kết quả này cấu thành định lí về động năng. Công W nói chung phụ thuộc 
vào đường đi 7 
Độ biến thiên động năng của một chất điểm giữa hai thời điểm thì 
bằng công của lực tổng cộng áp dụng vào chất điểm. 
` Để tập luyện : bài tập 1 và 2. 


3.3. Định lí về động năng và phương trình chuyển động 
Ta lấy một ví dụ để chứng minh rằng định lí về động năng cho phép ta tìm 
được phương trình vi phân của chuyển động của M. 


Một vòng khuyên nhỏ khối lượng m, gắn với một lò xo đàn hồi, độ cứng k, 
chuyển động không ma sát trên một trục nằm ngang (Ó+) giả thiết là hệ 
Galilée (H.3). 


Gốc Ó của trục (Óx) trùng với vị trí cân bằng của hệ ; lực tổng cộng tác 
dụng lên vòng khi nó chiếm vị trí ở hoành độ x là # =-kx£,. Vòng được 


thả lỏng, không vận tốc ban đầu, từ một vị trí có hoành độ ø. Hãy xác 
định chuyển động sau đó của vòng. 


Theo hệ thức cơ bản của động lực học : m‡ = -kx. Khi kể đến các điều 


kiện ban đầu, nghiệm có dạng x = øcos (øyt), với Độ = ` 
m" 


Áp dụng định lí về động năng giữa thời điểm ban đầu và một thời điểm 
sau nào đó : 


1 1 (4 3 1 | 

#&(t)- ốy(0)=—mwv? =—m| —| = |_-kv dv=—ka? =—kx?. 

&(†)— Øg(0) cu TH) | d 5 a n Y 
«4 


Vậy nên : #?= ø£(x? ~42). 


H.3. Phản lực của giá đỡ khử trọng 
lượng. 


Bây giờ ta lấy đạo hàm phương trình này đối với thời gian. Ta được : 

4(Ý + @Âx) =0. 
Tổn tại hai nghiệm toán học : một mặt ta được š =0, mặt khác là phương 
trình chuyển động đã nhận được nhờ hệ thức cơ bản. 
Nghiệm thứ nhất + = 0 dẫn tới x = cle ; nghiệm này không phù hợp. 
Sự có mặt của nghiệm sai này rất dễ phát hiện ; điều này là do việc thiết 
lập định lí động năng trước đây khi ta nhân cả hai vế của hệ thức cơ bản với 
vectơ vận tốc ? ; nhờ đó, nó cho ta khả năng có một nghiệm vận tốc không. 
Như vậy, ta có thể được phép khử nghiệm “nhiễu” này, mà không cần 
thảo luận sâu, khi xuất hiện các tình huống tương tự. 


⁄T°p dụng 


Hãm phanh nhờ mà sát Như vậy, hòn đáo có thể vượt qua dải nếu vận - 


Ề “ Tên tốc không triệt tiêu trước khi hoành độ x = ¿đ, 
Một hòn đáo khối lượng m được ném đi trên con thành thức R ụ 


đường đây váng băng, với vận tốc bạn đâu Vụ. 


vọ > (2/6d)'° 


Tìm điều kiện cho vọ để hòn đáo có thể vượt qua 
một dải chiêu rộng á, mà nếu không có băng thì sẽ 
lồn tại một lực ma sát độ lớn ng chừng nào mà 
vận tốc còn khác không ? 

Công của lực tiếp xúc đối với khoảng cách x vượt 
qua trên dải không có váng bảng như vậy sẽ bằng : 
W = -Jime\, 

và độ biến thiên động năng : 


| | ah Ôn : | 
—my? ~ —mwA =VW. H4. Hấm lại bằng ma sát. 


Trường hợp quan trọng của các trường lực 
bảo toàn 


4.1. Các ví dụ mở đầu 
Trước tiên, ta giới thiệu khái niệm về trường lực bảo toàn dựa vào một số 


ví dụ thường ngày. Ẳ 
4.1.1. Hạt trong trường trọng lực đều 
Với một trục thắng đứng (2z) hướng lên trên, và với giả thiết về một trường 
trọng lực đều g@ = =g£- (//.5), công nguyên tố của trọng lượng bằng : 

dÄWW = -mpẹdz = -d(mgz). ¿ 
Công của trọng lượng giữa Ä; (2,) và M; (z;) là : Ễ ì 


W = -(mgz; - mựụ2). H5. Thế năng của trọng lực. 


Công này không phụ thuộc đường đi giữa M; và M; và biểu diễn sự giảm 
của hàm số Ø?,, = mgz + cte., gọi là thế năng của trọng lực. Chú ý rằng 
thế năng này được xác định sai kém một hằng số cộng. 
4.1.2. Hạt tích điện trong trường tĩnh điện do một điện tích điểm 
tạo ra 

Lực tĩnh điện do hạt tích điện Ó đặt ở A tác dụng lên hạt tích điện ¿ đặt ở 
M được tính theo định luật Coulomb (H9) : 
40 AM s:kt VỆ: .°J ẽ 

4Z£o AM3 4Z8g r2 ` 
Công nguyên tố của lực này là : 


ly xfvle— 1042-91) 0446 | 
4Z£o r? adr\4Zzeg r 


F= 


Ở đây, ta còn nhận thấy rằng công của lực tĩnh điện giữa hai vị trí M, và 
.; không phụ thuộc đường đi và biểu diễn sự giảm của một thế năng : 


W=ứắp, -p,. 

Thường người ta chọn Ø? = ¬—. điều đó dẫn đến việc coi thế năng 
76g T 

này sẽ bằng không khi hai điện tích ở xa nhau vô hạn. 


4.2. Thế năng 
4.2.!. Định nghĩa 
Một lực không phụ thuộc vị trí điểm đặt của nó, sẽ xác định một trường lực. 
Tôn tại những lực không tuân theo một định nghĩa như trên ; ví dụ, đó là 
trường hợp của các lực tiếp xúc. 
Một trường lực, trong một hệ quy chiếu ® được xuất phát từ một thế 
năng nếu tồn tại một hàm số Ø?(7)sao cho công nguyên tố của lực 
nghiệm đúng : 

dW =-dếp, 
Ø;, được xác định sai kém một hằng số cộng, là thế năng kết hợp với 
trường các lực đó. 
4.2.2. Tính chất (H.7). 


I Ta hãy tính công của một trường lực như thế dọc theo đường đi từ điểm 
ban đầu M; đến điểm cuối cùng ÄM; : 


Mb M2 
W= [F(rdr= |~dấ, =Ø;(MỊ)~ ấp(M›). 


Mị M 


Công của lực đang xét ở trên không phụ thuộc vào đường đi ; trường lực 
được gọi là bảo toàn. 


Công của một lực như thế dọc theo một đường cong kín thì bằng không. 


` Để tập luyện : bài tập 4. 


w 
Ẻ 
g 
A ¿ bự 
9 Mẹ 
H.6. Tương tác tĩnh điện : 
Q,>0 và AM =r£. 
M 
AM, 
M, 
F 
M 
H.7. Thế năng. 


Tính cộng được của các thế năng kết hợp với hai trường lực, sinh ra từ tính 
cộng được của các công. 
4.2.3. Sự giải thích vật lí về thế năng 
Ta lại lấy ví dụ của trường các trọng lực. Một người thao tác nâng một vật 
thể khối lượng zw lên một độ cao j đã làm thế năng của vật đó tăng lên 
một lượng mẹh. Khi trở về vị trí ban đầu (đi xuống), công của trọng lượng 
là dương và bằng z„zh. Thế năng biểu diễn một năng lượng có thể gọi là 
năng lượng tích lãy. Năng lượng này sẽ được trả lại khi nó trở về trạng 
thái ban đầu. Cũng theo cách đó, một lò xo bị nén sẽ tích lũy năng lượng 
(thế năng) mà nó sẽ trả lại khi nó dãn ra. 
4.2.4. Biểu thức của trường lực 
Cho một chất điểm có ba bậc tự do, nghĩa là tự do chuyển động trong 
không gian. Công nguyên tố của lực #' trong một chuyển dời nguyên tố 
AM là: 
AM = -dấ; (theo định nghĩa của thế năng). 
Mặt khác, theo định nghĩa của gradient : 
dếp = grad Ø;.dM. 
Các hệ thức đó được nghiệm đúng đối với mọi chuyển đời nguyên tố đM, 
vì vậy khi đồng nhất hóa, ta sẽ thu được : 
F(r)=~grad(Øs;(r)). 
Một trường lực bảo toàn được suy ra từ một hàm thế năng theo hệ thức : 
È =-grad %p-: 
Chú ý : 
Đối với một chất điển liên kết, hệ thức ` = ~grad ốp, không cho phép thu 
được tất cả các thành phần của lực. Thực vậy, lực liên kết không được suy 
ra từ một hàm thế năng. 


4.3. Các ví dụ vật lí về thế năng 
Ta đã từng gặp một vài ví dụ cổ điển như thế năng của trọng lực kết hợp 
với một trường g@đều ấp; =gz, hay như thế năng tĩnh điện 
Ø%.= —13992 

vn F2 
Ta sẽ bổ sung thêm nhiều ví dụ quan trọng khác. 
§ Thế năng đàn hồi 
Xét một lò xo thẳng có độ cứng &, hoàn toàn đàn hồi, có chiều dài /; trong 
chân không và khối lượng không đáng kể, và được giữ cố định ở một đâu 
mút tại điểm A nằm yên trong hệ quy chiếu #. Một chất điểm i⁄ được gắn 
vào đầu mút còn lại của lò xo. 
Đặt AM =iẻ, với ¿ là một vectơ đơn vị hướng từ A tới M (/1.8). Lực do 
lò xo tác dụng lên chất điểm M là : 

# =~k(l = lạ)ễ 


Biểu thức này giả thiết / > 0 và trên thực tế, nó chỉ có hiệu lực trong phạm 
vi lồ xo còn tính đàn hồi. 
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H.8. Thế năng kết hợp với một 
dạng của lực kéo về đàn hồi : 
F=-k(I- lạ)ẽ. 


¬ 


Khi xem xét một chuyển động nào đó của chất điểm trong ®, thì công 


nguyên tố của lực # là : 


4W = Ê.dÑ = k(I ~ lạ )ẽ.d(lẽ), với: d(Iẻ) = ldẽ + ẽ4l, 


¿là vectơ đơn vị, để trực giao với £ và £ .d(l£) =dl. 


Do đó : đW = —k(I - lạ )dl ==dấ,, với > =2KI~lạ)?. 
Theo quy ước, ta đã chọn thế năng đàn hồi bằng không, khi lò xo ở trạng 


thái nghỉ (lực căng bằng không). 


⁄T° dụng 2 


Thế năng của một chất điểm 


treo ở đầu một lò xo 
Với các kí hiệu trên H.9, 
ta kí hiệu x là độ dài ra 
của lò xo đối với vị trí 
cán bằng được chọn làm 
gốc hoành độ và ta sẽ 
giới hạn chỉ ở các chuyển 
động thẳng đứng của 
khối lượng m. Hãy xác 
định thế năng kết hợp với 
lực tổng cộng (trọng 
lượng P+lực đàn hồi 


lượng m. 


" 


H.9. Chất điểm chịu tác 
3z „dụng trọng lượng của 
F)tác dụng lên khối nó và lực đàn hồi. 


Thế năng là tổng các thế năng của trọng 
lực - mgx + cte, và thế năng đàn hồi : 


I 2 
—k{[ -lạ“. 
3 ('-iạ) 


Nhưng ¡ = /¿+ x, /„ chỉ chiều dài ở trạng thái 
cân bằng của lò xo sao cho : 

mg = k (l¿ - lọ) 
Do đó : 


Ốp =—mgx + 2Á, +x-la) 
T2 
=—k\“ +cte 
2 


Cần lưu ý rằng /„ phụ thuộc khối lượng được 
sử dụng. 


4.4. Cơ năng của một chất điểm trong một hệ quy 


chiếu Galilée %„ 
4.4.1. Cơ năng 


Xét chuyển động của một chất điểm khối lượng m trong một hệ quy chiếu 


Galilée ®„, chịu tác dụng của một lực tổng cộng : 
Ê=Ẽ.+Ê 


He" 


Ƒ. là tổng hợp các lực bảo toàn được suy ra từ thế năng tổng cộng ấ?. 
Các lực khác đụ (không bảo toàn) không được suy ra từ một thế năng. 


Khi đó định lí động năng cho ta : 


#£; -#&; = Wn¿ +ốn -ốp,. 


Dođó: (ốy, +Ø?,)~(ố, +ấếp,)=Wuu. 
Ta đặt: ố, = ố; +ốy, 


và gọi đó là cơ năng của hạt trong Sụ, Nó phụ thuộc vào việc chọn Su, 
nhưng cũng phụ thuộc vào hằng số có liên quan tới thế năng. 


Trong một hệ quy chiếu Galilée, độ biến thiên của cơ năng thì bàng \ 


công của các lực không bảo toàn : 


dế, b 
đấy =đMW,„ hay “ẾU „2. 


4.4.2. Sự vận động bảo toàn và tích phân đầu của năng lượng 
Một chất điểm đang vận động bảo toàn trong #„ nếu cơ năng của nó trong 
hệ quy chiếu này, vẫn không đổi theo thời gian, nghĩa là nếu công suất 
được tiêu tán bởi mỗi một lực trong các lực không bảo toàn luôn bằng 
không ở mọi thời điểm. 
Phương trình : 

M = cle 
được gọi là tích phân đâu của năng lượng. 
Nếu chỉ có một tọa độ duy nhất là đủ để xác định vị trí của M, thì phương 
trình đó sẽ có dạng : 

ƑfX3)#Ù 
Người ta khuyến khích mạnh mẽ việc sử dụng phương trình này trong các 
bài toán một bậc tự do. 
Chú ý : 
® Một tình huống như vậy về cơ năng không đổi, trên thực tế thường là 
một sự gân đúng, tuy có kể đến các lực ma sát không thể tránh trong 
trường hợp có các lực liên kết. Tuy nhiên nó cho phép giải các bài toán 
trong gân đúng bác nhất. 
® Phương pháp trên nghiệm đúng hoàn toàn đối với chuyển động của các 
hành tỉnh và vệ tỉnh. 


5 Các ví dụ về chuyển động của một hạt trong 
sự vận động bảo toàn 


Theo giả thiết, các lực không bảo toàn không sinh công trong hệ quy 
chiếu đang xét £8,. 


5.. Chuyển động một bậc tự do 

5.I.I. Dao tử thẳng 

Trở lại trường hợp của một chất điểm treo ở đầu một lò xo trong trường 
trọng lực đều của Trái Đất. 

Lực tổng cộng mà một chất điểm phải chịu, được suy ra từ thế năng 


I : s › Eu/¬x ⁄r W2 
%4 = sÉ (gốc được chọn ở vị trí cân bằng). Nếu các lực ma sát nhỏ 
không đáng kể. thì cơ năng sẽ được bảo toàn : 


JuX, ] 
đấy =—mi? +—kx?. 
2 2 


ấ# được xác định bởi các điều kiện ban đầu, từ đó có thể suy ra một vài 
tính chất nào đó của chuyển động mà không cần tiến hành phép lấy tích phân 
phương trình chuyển động thu được từ hệ thức cơ bản của động lực học. 
Muốn thế, ta biểu diễn đường cong ếƒZ, theo hàm số của x (7.10). 

Đường cong Z2 = ế?(x) có dạng hình cháu parabôn. 


H.10. Chậu parabôn 


Ta vẽ đường thẳng y = ý; = c¿e (giả thiết là đã biết và là dương). Phương 
trình bảo toàn cơ năng cho phép giải thích trực tiếp bằng đồ thị  = ấ; - . 

Vì # >0, nên chuyển động bị hạn chế trong trường hợp~< x<a, với 
%(a) = ốặ,. Tại điểm x = + a (điểm dừng), vận tốc triệt tiêu, nhưng lực 


dế, 
F(x)= rÚT khác không, nên hạt lại khởi hành theo chiều ngược lại. 


Trong trường hợp này, do sự tồn tại của cực tiểu của thế năng (ở 
đây, tại x = 0), nên hạt sẽ thực hiện một chuyển động tuần hoàn ở lân 
cận cực tiểu đó. Cực tiểu này ứng với một vị trí cân bằng bền. 


5..2. Tổng quát hóa 

Giả sử có một hạt vật chất khối lượng zm buộc phải chuyển động trên trục 
(Øx) của một hệ quy chiếu Galilée, trong một trường lực bảo toàn có thế 
năng ấƒ(x) Ta biểu diễn thế năng này bằng đồ thị và giả thiết là đã biết 


lá kề 


| 
| 


trường hợp 3 


trường hợp 2 


trường hợp l 


An in Sa 


re rimmr===—re—rie—=—-=—- —>Ÿ 
n Ạ Nho $> 


mm 
các điều kiện ban đầu (vị trí xạ và vận tốc vọ ) của hạt (H.17). 

e Các vị trí kí hiệu là (1) và (2) được gọi là vị rí cân bằng của hạt. Thật 
vậy, các nghiệm không đổi xứ) = xị hay x() = xạ thỏa mãn phương trình 


dỡ, 
chuyển động Ÿ = T ˆ và thỏa mãn các điều kiện ban đầu (xọ =xị hay xọ = 
Y 


X; Và vọ = Ô). 

® Ta thỏa thuận rằng một vị trí cân bằng là bên, nếu hạt được buông ra không 
vận tốc ban đầu ở lân cận vị trí đó, thì hạt sau đó cũng ở lân cận đấy. 

Trong trường hợp ngược lại thì vị trí được gọi là không bền. 

Ta hiểu một cách đơn giản từ "lân cận là khoảng cách vị trí cân bằng rất 
nhỏ so với một chiều dài tiêu biểu của bài toán". 

§ Bình luận bằng đồ thị 

Ta hãy xem xét các trường hợp khác nhau có thể có tùy theo giá trị của cơ 
năng ấấ; trong ví dụ ở trên. 

Ta giới hạn ở trường hợp vọ = 0. Vị trí xuất phát xọ như vậy sẽ tương ứng 
với giao điểm giữa đường cong ố/; (x) và đường thẳng Øƒ; = cte. 

s Trường hợp l: ốy< Ø?;(xị) 

Hạt được buông ra ở xọ, sẽ thoát khỏi đó và hướng về các x dương (lực F(xọ) 
cũng là dương): trường hợp này tương ứng với một trạng thái khuếch tán. 

e Trường hợp 2: ấ?(x) < Ø¿ < Øp(xa). 


Nếu xạ nhỏ hơn x¿, thì hạt sẽ dao động giữa hai điểm dừng có hoành độ x„ 
và xụ. Ta nói đó là vấn đề về một rạng thái liên kết. 


T5 


4 H.11. Ví dụ về thế năng. 


Đặc biệt, các điểm đó vẫn ở rất gần (1) nếu Øï; rất gần Ø?(x¡ ) : như vậy, 
vị trí (1) là một vị trí cân bằng bền. Do đó có sự tổng quát hóa. 

Mọi cực tiểu của thế năng đêu tương ứng với một vị trí cân bằng bền. 
Ta hãy chú ý rằng nếu xọ > xạ, thì ta lại tìm được trường hợp 1. 

Vị trí (2) là một vị trí cân bằng không bền. Tình hình cũng như thế đối với 
mọi cực đại của thế năng trong kiểu bài toán này. 

s Trường hợp 3: ốb(x› ) < Ốị.. 

Rất dễ dàng thử nghiệm rằng hạt thoát ra hướng vẻ vô cùng. Đây lại là vấn 
đề về một trạng thái khuếch tán, ngay cả khi nếu fƒ; rất gần với ố?(xz ). 

§ Kĩ thuật tuyến tính hóa 

Ta kí hiệu x„ là một vị trí cân bằng. Ta có thể tìm lại được các kết quả 
trước bằng cách quan tâm đến chuyển động của một chất điểm ở lân cận 
vị trí cân bằng này. 

Ta khai triển ế?(x) ở lân cận vị trí cân bằng ok 


2 _x, 2£. 1/y_„ 2| 4? 
#?(x)=Ø?(x,)+(x s), x3 xwJ (ã l + 


2 
ẤT =-P, =0 ðx = xạ: Ở đây, ta giả sử rằng mĩ = - x0 ởx=z,. 


Khi thể hiện sự bảo toàn cơ năng và khi lấy đạo hàm của cơ năng đối với 
thời gian, thì ta được: 


đ2x d?ø, 
m——+(x— x,) +..,=0 
a2 ' d 
+ 
d2ø, 


Khi đặt Š = x - x„ và ¿| mm) -($) , thì lúc đó, ta thu được 
%, 


phương trình tuyến tính gần đúng: 
m 3š +kế=0 
dị? 


mà nghiệm hình sin bị giới hạn nếu k dương; lúc này, vị trí cân bằng là 
một cực tiểu của thế năng; ở lân cận vị trí này, F, là một lực kéo về, và 
cân bằng là bền. 

Nếu & < 0, thì nghiệm không bị giới hạn; hạt thoát ra khỏi vùng đang Xét ; 
lúc đó, người ta đi ra ngoài phạm vi hiệu lực của phương trình gần đúng, 
nhưng ít nhất người ta có thể kết luận rằng cân bằng là không bền. 

Cuối cùng, đối với k = 0, ta phải tiếp tục thảo luận. Ở đây, ta hãy bằng 
lòng với khía cạnh đồ thị. 

Ta dễ dàng khái quát hóa các kết quả trên cho trường hợp của các vận 
động bảo toàn một bậc tự do (biến số x được thay bằng một tọa độ nào đó, 
ví dụ tọa độ góc chẳng hạn). 

Trong trường hợp của một vận động bảo toàn một bậc tự do, các vị trí 
tương ứng với một cực tiểu của thế năng (lực kéo về) đêu là các vị trí cân 
bằng bên, và các cực đại của thế năng là không bên. 

Trường hợp của một vận động bảo toàn có nhiều bậc tự do thì tinh tế hơn 
nhiều : các kết luận nêu lên ở trên vẫn còn đúng nếu tất cả các lực đều 
được suy ra từ thế năng. Nhưng một cực đại của thế năng có thể tùy tình 
thế "được ổn định" nhờ sự tồn tại của các lực khác có công suất bằng 
không, ví như lực từ. 
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Ta giới hạn ở một ví dụ duy nhất, còn sự nghiên cứu hết mọi mặt thì vượt 


ra ngoài khuôn khổ chương trình của chúng ta. 


⁄°› dụng 4 


Lò xo trên vòng tròn 
Một quả quán tính, khối lượng m, có thể trượt 
không ma sát trên một vòng tròn cứng bán kính R. 
Chất điểm này được gắn cố định vào một đầu mút 
của một lò xo đàn hồi, không khối lượng, độ cứng 
k, còn đâu mút kia của lò xo được gắn với điểm A 
của vòng tròn. Toàn bộ được xếp thẳng đứng như 
trên hình 12, rồi quả quán tính được thả tự do 
không vận tốc ban đâu từ một vị trí sao cho lò xo 
căng thẳng. Người ta quan sát thấy gì ? 
Ta sử dụng góc Ø được 
xác định trên hình vẽ để 
làm thông số nghiên 
cứu. 
Đối với loại bài tập như 
thế này, ta nên dùng các 
đại lượng rút gọn œ và Ö 
bằng cách đặt: 
lạ = 2RG và mg = kR. 


Thế năng tổng cộng H.12. l› sev3 và 
(ấ, + ấ,) trở thành : th 


Ø; =2kR? ka ~cos8)2 ~ Bcos? ö| 
Vì AM = 2Rcos9 và đp, =-2mgR cos”6. 
Như vậy ta có thể nghiên cứu ấ?(6): 


dế, 


Z9 = 4kR2 sin6[œ —(1— B)cos8] 


d2ø; 

và — = 4kR? [œ cosØ —(1— B)cos(28)} 
d0 

Các cực trị hữu ích đối với Ø trong khoảng 


7 h ‡ Øø 
0, J] nghiệm đúng sinØ = 0 và cosÐ]=————. 
2 (I-B) 
se Nếu Ø> 1 ứng > kR), Ø9 = 0 là vị trí cân bằng 
4?øØ 
2 


duy nhất có thể có và là dương, thì vị 
ad0“(0) 


trí này là bền. 

œ 
(=8) 
và chỉ còn tồn tại một vị trí cân bằng Ø =0. 

œ 
(I=B) 


và lần này tồn tại hai vị trí cân bằng : 


Ø 
6.=0 và 6; = —-|. 
= 0 và Ø; = arc cos In] 


Ta có thể kiểm nghiệm đạo hàm cấp hai của 
#? là âm ở 6, và dương ở 6. 

Vị trí sau cùng này là bền trái ngược với vị trí 
thứ nhất. Sơ đồ đường cong ?(6) đối với các 
giá trị khác nhau của œ và Ø xác nhận kết 
quả đó. 


e Nếu Ø< I và nếu >1,thì œ+ >1, 


s Nếu ổ< 1 và nếu 


<1,thì + <1, 


Chú ý: 
Trục (O2) là trục đối xứng, vị trí đối xứng của 
9; cũng phù hợp. 


` Để tập luyện: bài tập 5, 6, 7, 8, 9, 10 và 11. 


5.2. Ví dụ về sự vận động bảo toàn hai bậc tự do 

Ta lại xét một sự vận động bảo toàn của một chất điểm, nhưng lần này có 
kể tới sự tồn tại của hai hay ba thông số (các biến số về vị trí hay các tọa 
độ độc lập). Thành thử, giả sử cũng giống như trong trường hợp của 
chuyển động do lực xuyên tâm đẳng hướng, ta sẽ thấy (trong chương 6 tập 
Cơ học II) rằng sự bảo toàn mômen động lại đưa ta về trường hợp trước. 
Những tình huống tương tự như trên với một thông số chính, sẽ được đề 


cập đến trong một số bài tập ở cuối chương này. 


5.3. Ví dụ về bẫy Penning 


Ở đây ta để cập đến một điểm tỉnh tế. Trong một vài cấu trúc của các điện 
cực, thì một hạt tích điện chịu tác dụng của một lực điện được sinh ra từ 
một thế năng: 


#Ø?(x,y,z)= Sp _mS(x° + y? ~2z?), 
trong đó œ là dương. 
Lực #= -graÄdU có các thành phần: 
F, = ma x; Fy = mơ y; F, = -2mơ 2. 
Như vậy gốc Ó của hệ tọa độ là một vị trí cân bằng (F(0) = Ö), nhưng vị 
trí cân bằng này không bền vì rằng hệ thức cơ bản của động lực học khi 


chiếu lên (Óx) và (Øy) sẽ chấp nhận các nghiệm không bị giới hạn (dạng 
hypecbolic). 


Nếu ta áp dụng một từ trường đều và song song với (Ø2), thì sẽ xuất hiện 
một lực phụ: 

Eop = mAe, A. 
trong đó A là một hằng số và trong đó. ÿ là vectơ vận tốc của hạt. 
Một lực như thế sẽ không sinh công trong ® ; sự vận động của chất điểm 
vì thế mà luôn luôn bảo toàn. 
Hệ thức cơ bản của động lực học mđ = =grad ốp + LÀN khi chiếu lên 
(Øx) và (Óy), sẽ cho: 


Đặt w = x + iy (w biểu diễn tọa vị của vectơ ØM đối với một chuyển động 
phẳng như thế), ta được: 


Nghiệm của một phương trình vi phân như trên có dạng: 
u =de" + be?!, 
trong đó z¡ và z; đều là các nghiệm của phương trình đặc trưng 
?? -iAr -œ =0. 


Biệt số là : A = -A? + 4œ, ta nhận xét thấy rằng nếu A? > 4œ, r¡ và r; sẽ 
thuần túy là ảo, do đó u sẽ có môđun hữu hạn, kéo theo hạt vẫn sẽ ở lân 
cận vị trí Ó. Lực từ cho phép quỹ đạo uốn cong khiến cho vị trí Ó lúc đó 
sẽ trở thành ổn định. 
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ĐIỀU CẦN GHI NHỚ 


e Công suất: của lực F thì bằng tích vô hướng của lực đó với vận tốc dịch chuyển ÿ của 
điểm đặt của nó: 
#=FÈ. 

lì 
e Công W của một lực thì bằng ÍZ dt . Công này bằng sự lưu thông của È. 

1 

\ siax5 dấy ` ¿ Ð 

s Công suất động học _— (đạo hàm của động năng đối với thời gian) thì bằng công suất 
của tất cả các lực tác dụng lên chất điểm. 
e Độ biến thiên động năng AØ£& = ấ£(f;) - ấz(£„) thì bằng công của tất cả các lực trong 
khoảng thời gian [tị dọ]- 
se Nếu tôn tại một trường lực bảo toàn, thì trường này được sinh ra từ một thế năng: 


F=-gradếp hay dốp =-F.dM. 


e Cơ năng của một chất điểm là Z; = #ÿ + Ố. 

Độ biến thiên của Z⁄¿ bằng công của các lực không được sinh ra từ thế năng, nghĩa là bằng 
công của các lực không bảo toàn. 

e Trong trường hợp của một chuyển động bảo toàn có một bậc tự do: 

„ phương trình chuyển động có thể được suy ra từ Ốƒ; = cte; 

. các cực đại của Z? tương ứng với các vị trí cân bằng bền và các cực tiểu tương ứng với các 
vị trí cân bằng không bền. 


ỗài tập có lời giỏi 


L5 ` 
ĐỀ BÀI 
Một:hòn đáo khối: lượng, vạch một quỹ đạo tròh trên một mặt phẳng 
nặm, ngang rất nhắn. Một sợi dây không dãn buộc chặt vào hòn đáo và 
luồn qua một lỗ nhỏ Ø đục trên mặt phẳng. Một người thao tác thực hiện 


một lực F lên sợi dây. 

1) Viết biểu thức về độ lớn của lực #j kết hợp với chuyển động tròn đều bán 
kính r¡ của hòn đáo Tà kí hiệu ñ là mômen động ở Ó của chất điểm. 

2) Trong một khoảng thời gian rất ngắn t, người thao tác thực hiện một 
lực #= #j + ƒ trên phần thẳng đứng của sợi dây, trong đó: ƒ là một lực 
không đổi. Chất điểm có. một vận tốc xuyên tâm ï¡ hướng về điểm O. 
Tính giá trị của ƒ và công kết hợp, với giả thiết là độ chuyển dời xuyên 


⁄ òn đáo trên mặt phẳng nằm ngang 


chuyển động tròn 
của #ƒ trên 

một mặt phẳng 
nằm ngang 


mị 


tâm Ar của hòn đáo nhỏ không đáng kể so với rị trong thời gian t. Phải chọn r như thế nào để đạt được tình 


huống như vậy ? 


3) Thao tác trên hoàn thành, người vận hành luôn luôn tác dụng một lực thích hợp Ẻ để sợi dây thắng đứng rơi - 
xuống với vận tốc +. Hãy tính công của người vận hành khi khoảng cách của hòn đáo tới lỗ Ø đi từ rị đến r› 


sao cho rs < rị. Điều gì sẽ xảy ra đối với r; = 0'2 


HƯỚNG DẪN LỜI GIẢI 

Ôn lại : 

® các biểu thức về vận tốc và gia tốc |' đổi cũng như v. 

trong tọa độ cực ; 2 


® biểu thức của gia tốc đối với một T 
chuyển động tròn đều (chương 1) ; l 


® các tính chất của những chuyển 


R ù ở 2 
động do lực xuyên tâm (chương 2). LÊn 

b, ước) ' dã 4t chuuố. D0 đồ Fị = h 
Trong trường hợp của một chuyển 3 

: và$ E2 203532f 218 1.ển, 217: „1M 
động tròn, làm thế nào để biểu diễn 


1) Cho. Ủ¡ = mivẽ,. Lực tác dụng vào j là lực xuyên tâm, Ở¡ không 


Đặt # =-hẻ. .; ta có +=— = + | (phép chiếu trên pháp tuyến với 


chuyển động của M của nguyên lí cơ bản của động lực học áp dụng vào Ả⁄). 


mômen động ở Ó ? 

Lực tác dụng lên M có giá đỡ của nó 
đi qua Ó. Do vậy chuyển động động 
học được bảo toàn. 

Một lực rất mạnh ƒ có thể gây ra một 
sự biến thiên vận tốc không bỏ qua 
được w trong khoảng thời gian rất 
ngắn r. Tuy nhiên, vận tốc vẫn bị 
giới hạn và tích phân của nó từ 0 
đến r tiến về 0 khi r tiến về 0. Sự 
gản đúng (r không đổi trong thời 
gian T) có hiệu lực nếu kết quả tìm 
được tương thích với điều kiện 
Ar << rị. Người ta có thể sử dụng 
những phương pháp nào để tính một 
công 2 So sánh phép tính trực tiếp 
(bằng phép lấy tích phân lực) và sự 
cân bằng động năng. Sự bảo toàn 
mômen động sẽ kéo theo điêu gì nếu 
bán kính r trở thành không ? 


2) Ta sử dụng các tọa độ cực (+. Ø)..Chuyển động của ẤM phải sao cho : 
mự 2Ô = LỊ và m( = rÖ?) = -E3ƒ, 
Lộ o¿dkỆ 
L_> — =Hh (rất ngắn). 


với mrÖ2 = sac 
Hmr „" 


Do đó m7 = —ƒ , nên tklft 


"ì 


(?(0) =0). 


mu 


Biết rằng 7(7) = —w, lúc đó ƒ = = và công kết hợp bằng : 


TP hội 1 2Í ƒˆrˆ mu2 
W= Ỉ-#&= j*7 nạ = ga do đó W = T, 
0 0 
Arz sở Giả thiết của phép tính được chứng thực nếu t << Ẫ : 
T 1 
1 /jÍ1 1 
3) =-u =cfe, do đó F=—— (L = cte). Do đó W =~L n 
mr3 2m rý nỶ 


công thức biểu diễn đúng độ biến thiên động năng của hòn đáo. 
Đối với r; = 0, W là vô hạn vì # trở thành vô hạn, cũng như vận tốc 
của hòn đáo ! 


ƒ_ Hình lập phương 


Người ta thả không vận tốc ban đầu một hình lập 
phương khối lượng m trên một mặt phẳng bằng vật 
liệu nhắn, nghiêng một góc œ so với mặt nằm ngang. 
Hình lập phương lúc đó sẽ trượt trên đường có độ dốc 


lớn nhất một khoảng cách L, trước khi gặp phải một, . 


cái chặn gắn vào một lò:xo (lí tưởng) dài, có độ cứng 
k, được bố trí theo sơ đồ dưới đây. (Các khối lượng 
của lò xo và của cái chặn đều không đáng kể) 


% 


1) Xác định chiều dài mà lò xo bị nén. 


2) Ở điểm nào thì vận tốc của hình lập phương là 
cực đại 2 


® Lời giải 
1) Hình lập phương chuyển động không ma sát trên mặt phẳng 
nghiêng. Khi lò xo bị nén một khoảng x, ta có : 


1 (&Ý ' 
z(%) —0= mẹg(L + x) sinœ + Í kvảx 
d 

0 


1L .(wŸÝ Tùy 2 
Vì vậy —m| —| = L+x)sinœ- — k0. 
ì vậy ”{ m] mẹ( X)sin 2 \ 


„dt H R kiến 
v=a„ khi — =0, nên mẹ sinứ (L + xụ) - —”ˆ =0, 
dĩ 2 


mg sinœ 
do đó xụ =a+ Ja) +2aL, với a= nh, 
3) Động năng là cực đại đối với x sao cho : 


Lế,. giẺ =4It +x)Ì=0 vậy x= a 
dx\2 


œ2 Các định luật về lực 


Ta tưởng tượng trong một vùng không gian nào đó 
chứa điểm Ó, có hai lực chỉ phụ thuộc vào vectơ vị trí 


7 =OM theo các định luật : 
lị=kwể, và Fy = kyếy, 
trong đó, & là một hằng số. 


6-CHỊ 


Trước tiên, ta hãy thừa nhận có khả năng thực hiện về 
mặt vật lí các trường lực như vậy. 


1) Chứng minh rằng , được sinh ra từ một thế năng 
ấn, mà ta sẽ diễn đạt với việc chọn #2 (0)= 0. 


“Bằng cách nhìn các đường sức của #¡, hãy xác minh 


rằng trường lực này có sự lưu thông được bảo toàn. 

2) Với một đường chu vi hình chữ nhật rất đơn giản, 
hãy ghi nhận rằng ?; không phải là một lực có sự lưu 
thông bảo toàn. ` 
Vậy liệu ta có thể xác định được một thế năng mà từ 
đó sinh ra lực #; không ? 


Hãy tính sự lưu thông của b trên vòng tròn tâm Ø 
và bán kính Ẩ, nằm trong mặt phẳng (vÓ)). 

Cần phải nghĩ gì về kết quả nhận được ? 

® Lời giải 

1) R =+kxểy, do đó : 


%h =-—k\(“ 
ụ 2 
3; th 
đường sức 
củ: la 
»ị 
Xị *; * 


M: \2 

h .ÄM = |+kxdv= “n(xXi)~ “* (xạ), dà đường đi có dạng 
M w 
như thế nào. 
2) Sự lưu thông của F; trên quãng đường OAM bằng không. 
trong khi trên đoạn đường OBM thì nó bằng ky,v, z0 : F, 
không phải là lực có sự lưu thông được bảo toàn 


ỳ 


đường sức 
của 


O ,A 
Vậy ta không thể kết hợp thế 
năng cho ' 1 


2z 
45 (M )dM: làn [omera L2 
0 


=-nkR2. 
Công khác không và phụ 
thuộc vào đường chu vỉ lựa 
chọn. 


ở Chuyển động của một hạt tọi trên 


một đường xoắn ốc 
Người ta xâu các hạt trai vào một sợi dây kim loại thể 
hiện một đường xoắn ốc tròn có trục (Óz) thẳng đứng 
đi lên và có các phương trình : 


w= Rcosổ, y = RsinØ và £ 
z = pØ,p >0 là bước rút 
gọn của đường xoắn ốc. |: 


Một hạt trai được thả không 
vận tốc ban đầu từ một điểm 
ở độ cao z = h = púy. Hãy 
nghiên cứu chuyển động 
của hạt trai từ đó về sau, 
khi không có ma sát. 

e Lời giải 

Chỉ duy nhất trọng lượng mới sinh công ; định lí về động năng 
cho ta: 


am =smiRÈ + z22(%} = mẹạ(h xHỦ = mạgj( 6b - 6). 


Vì Ø giảm (hạt trai đi xuống ...), ta có : 


I 
2 
2 (R“+p') 
(Ø,~Ø)“ 
Và tích phán lên, ta được : 
§P 2 
6(1)=—=Øọ—~ HÚP, 
S : R}+p? 


Kết quả này vẫn còn có hiệu lực chừng nào mà hạt trai chưa 
tới mặt đất. 


# Hạt ở trong một thế năng #£(x). 


Một hạt khối lượng m chuyển động không ma sát trên 
một trục Galilée (Óx) trong trường lực #(v) được sinh 
ra từ mệt thế năng : 


4 

2| „2.4 
@ ( + 2] 
%(x)=m——————. 


2 
œ và a là'các hằng số dương. Ta thừa nhận rằng một 
thế năng như vậy có thể vạch ra một cách gần đúng 
chuyển động của một hạt trong một số cấu trúc 
nguyên tử. Ta bỏ qua sự tồn tại của mọi loại lực khác. 
Ta giới hạn trong phạm vi x > 0. 
1) Chứng tỏ rằng tồn tại một vị trí cân bằng bên. Hãy tính 
chu kì của các dao động biên độ nhỏ ở hai bên vị trí này. 
2) Hạt chiếm vị trí cân bằng với một vận tốc ban đầu 
vọ nào đó. Hãy chứng tỏ rằng từ đó về sau, hạt vạch 
một chuyển động tuần hoàn. Hãy nêu lên nguyên lí 
của phép tính chu kì kết hợp. 


Người ta biểu diễn kết quả bằng một công thức dưới 
dạng một tích phân. Ta có thể giải thích như thế nào 
điều, mà bằng phép tích phân, ta lại tìm thấy cùng 
một kết quả như nhau đối với các chuyển động nhỏ ? 
e Lời giải 
1) Đồ thị 4{x) (xem đường cong dưới đây) chứng tỏ rằng tôn 
tại một cực tiểu, do đó tôn tại một vị trí cân bằng bên x = a. 
Ở lân cận điểm x = a, nếu bỏ qua các số hạng cấp cao hơn 2 
ở(x - a), thì ta có : 

44x) = mưa? + 2m@ (x - a)° 
do vậy, mạch số của các dao động nhỏ là œạ = 26. 
Ốpœ) 


54 
4,8 
42 
3,6 
3,0 
24 
1,8 
12 
0,6 


#p(&)=x?+ $ 

Mặ&=l;Øp@x)=2)  _ 
A@i =0,55 ; ếp() = 3,6) 
Bặ) = 1,82 ; Ếp(x) = 3,6) 


0 
0 03 0,6 0,9 1/22 15 


18 221 24 27 3 
2) Áp dụng định lí về động năng ta được : 


AI 


"X xảy 1 dy 
1 

@ 
+ k¿ —x? X+x? = cự LÊN 


Cũng có thể còn cho T -¿lưên 


nỷ [03 — yMY = UP 


du % 3.2) 
VỚI H= 
Nha =u) 


1 NG 
Kết quả độc lập với vụ, "Ngô ta có thể kiểm nghiệm ` 
1 


E=—=- _ 
Ý u6(1—u) ' 


Ø Lòxo 

Người ta bố trí một lò xo đàn hồi, độ cứng k, chiều _ 
dài tự nhiên /e (chiều dài lúc nghỉ) và có khối lượng : 
không đáng kể. 

Một đầu mút của lò xo được gắn với một điểm C còn 
đầu kia gắn với một vòng khuyên khối lượng m, trượt : 
không ma sát trên một trục nằm ngang (Øx) mà 
khoảng cách ở tới điểm Œ có thể được điều chỉnh tùy ý. 


1) Người ta có thể tiên đoán được điều gì liên quan 
đến hành vi của hệ trong những trường h Ợp: 
a)lạ<h? b)lạ>h? 
Trước tiên ta hãy xem xét kĩ một lời giải trực giác, sau 
đó ta tiến hành một nghiên cứu về đồ thị thế năng của 
- hệ này đang vận động bảo toàn để kiểm nghiệm những 
lời khẳng định trên. 
2) Trường hợp iạ = ñ là 
trường hợp giới hạn lí thú 
tương ứng với các dao động 
gọi là không điều hòa, vì các 
dao động không phải là hình 
sin Khi đã điểu chỉnh 
khoảng cách ÓC để có thể ở 
trong một tình huống như 
thế, người ta thả không vận 
tốc ban đầu hình vành khăn ở cách xa điểm Ø một 
khoảng x = a. Chứng minh rằng tích phân đầu của 
động năng rút gọn về : 


z(#] - L3 
2 (ái (812 J(a — x!) 


Sau một khai triển bị chặn ở cấp thấp nhất của thế 
năng. Từ đó Suy ra là chu kì của một chuyển động 
kiểu đó có dạng : 


1 
r=si| b (”ÌP, 
k 

trong đó, 7 là một tích tin mà ta xác định bằng số và 
có giá trị vào khoảng 1,31. 

«Lời giải 

1) ® Trực giác cho thấy nếu lọ < h, thì x = 0 là vị trí cân bằng 
bền và nếu lọ > h, thì x=+(lỆ ¬h? cũng là các vị trí cân 
bằng bên. 


2 
2 kì 
«8= 5s» } _ 2uả (¿) 4#) -1 


lọ 


2 
Ta hãy nghiên cứu hàm số ( +u?— ) theo các giá trị 


của u (xem đường cong dưới đây) : kết quả đã có thể được nhìn 
thấy trước. 


(X?+w?~ 1)2 


ống cong (ÝX?+u2— 1)2 


xX=z,u= 


ø= 1,7 TH hàn 


2) Nếu u = l, thì ở lân cận của X = 0, ta có : 


_mi2 = xổ — x!). Một phân tư chu kì trôi qua 


giữa chiêu dài ban đâu và độ dấn cực đại : 


Do đó : 


=4 nh “me TH 


Ll 
Chu kì biến đổi theo độ dấn như là —. 
a 


Ố Chất điểm trong một hố thế nắng 


Một chất điểm có thể chuyển động không ma sát trên 

một trục nằm ngang (Óx) khi chịu một lực kéo về : 
F= —kx2P+! ẩy, 

trong đó, p là một số nguyên dương hoặc số khổng và 

k là một hằng số dương. 

Khi người ta giải phóng một chất điểm không vận tốc 

ban đầu từ một điểm có hoành độ z;, chất điểm này 

vạch ra một chuyển động tuần hoàn chu kì 7). 

1) Người ta sẽ đo được chu kì 7; bằng bao nhiêu khi lại 

bắt đầu thí nghiệm từ một vị trí ban đâu có hoành độ a; ? 

2) Bạn thấy những giá trị nào của p có vẻ tương ứng 

với các tình huống vật lí dễ dàng thực hiện được ? 

® Lời giải 

1) Thế năng kết hợp với F thì , 

x2(p+l), 


P” 24p+1) 
sai kém một hằng số cộng. 
Thành thử định lí về động năng cho ta : 


L— (204) xÉk 


Na 


p+l 


Do đó: T=4 IS=4{ TY? 
ị ớ 1 tạ [— TT 
1, (a4; ` 
2)p=0: dao tử có hình sin T; = T,,. 
p= 1: (xem bài tập 5) T tỉ lệ với , 
ạa 


7 Các chuyển động có thể có của một 
con lắc 

Một quả táo được buộc vào một đầu sợi dây chiều dài 

1, đầu kia được cố định vào một điểm Ø nằm yên. 


Người ta bắn một hòn sỏi nhờ một cái súng cao su. 
Hồn sỏi trúng quả táo và ăn sâu vào đó. 


Hệ (quả táo - hòn sỏi) được D1 
coi như một chất điểm và 

được kích động, ngay sau 

va chạm, một vận tốc ban 

đầu nằm ngang ÿọ. h 
Người ta quan sát thấy con 

lắc có các chuyển động nào ? 

Chứng minh rằng : 

a) nếu wọ < (2g)2,thì 
chuyển động là chuyển hòn sỏi 


động con lắc ; 
I 


b) nếu (2gø1)” <vọ <(5gl)'/2, thì có sự thay đổi về 
bản chất của bài toán, sức căng của sợi dây triệt tiêu ; 
c) nếu Yọ> (5ø!)'2, thì chuyển động là quay tròn. 

® Lời giải 

Ta hãy n, É/007 cứu lực căng T 
của sợi dây giả thiết là căng. 


Á/ dụng định lí về động năng 
kửx ổi f lượng Th, ta được : 


>ị 


quả táo 


? = vệ — 2gl(1— cos 6). 


Áp «À4 hệ thức cơ bản của 
động lực học cho khối lượng m, 
ta được (bằng phép chiếu lên 


đu): 
Ụ2 
~m——=mgcos0~T, 
1 


2 
Vậy: T = dể + g(3cos 9 — 2| 


2 
ụ 

việt tiêu khi —— = ƒụy, = 2(1= cosØ); 
g 


T triệt tiêu khí ~Ð- = ƒ =2~3cos6. 
#l 


122 1⁄4 1,6 (Øx 102) 


Ta vẽ trên cùng một đồ thị ƒ, và ƒ; đối với 9 biến thiên từ 0 đến 
180 : 
2 
Vồ ) li CAN ĐĐ r : 
4) 0<——<2: v triệt tiêu trước T, chuyển động là chuyển động 
gl 
con lắc. 


2 
v 
b) 0<-><5 :T triệt tiêu trước v, sợi dây không còn bị 
øl 
căng nữa. 
vệ 
€) ——>5 :T >0, chuyển động là quay tròn. 
gi 


' Chất điểm trên một parabôn 


Một sợi dây kim loại uốn thành một đường cong có 

phương trình trong tọa độ Descartes x? = 2py, p là 

một hằng số dương. Mặt phẳng (xOy) thẳng đứng. 

Một hạt trai trượt không ma sát trên đường cong bắt 

đầu từ điểm Mẹ có hoành độ dương xụ. 

1) Chứng minh rằng hạt trai thực hiện các dao động 
tuần hoàn, 

2) Hãy ước tính giá trị số học của chu kì 7(xạ) trong 
mỗi trường hợp sau đây : 

p 


b) xo =—. 


s“. 10 


Hãy kiểm nghiệm : 


nếu ^P' tiến tới 0, thì chu kì T(x) tiến tới 2Í, Ị 
p § 
Ta có thể giải thích kết quả này như thế nào ? 

Dữ liệu : g = 9,8 m.s? và p = 0,1m. 


e Lời giải 

Định lí về động năng cho ta : 

Chất điểm dao động giữa -x„ và xụ vì ở điểm xạ (-xụ), lực tác 
dụng lên hạt trai là khác không. Chu kì chuyển động T bằng : 


> k 2ˆ 
0 x? 
Th 
p 


Vậy: T = v|Ệte, với. Ï(œ) = II sa a=, 
P ộ VI-r2 *ọo 
2) ® Áp dụng số : 


4)xạ=p; a= l;l(1) = 1,91 vàT = 0,773. 


1 
b)Xp=-— ; œ=— ; 1(0,1)= 1,58 vàT = 0,64. 
10 0 


lu 
®e Nếu ø tiến tới ÓO. I(U)= => “ =— và T=Tạ= -an|E 
oVl- § 


ep biểu diễn bán kính tồn của parabôn ở v = (), và ta có một 
con lắc đơn chiêu dài | = p. 


9 Đường trượt parabolic 


Một em bé ngồi ở đỉnh Ó 

của một đường trượt có 

mặt cắt parabolic với 

phương trình trong tọa độ 
2 


Descartes pc, 
VÀ}? 
một hàng số dương. 
Đột nhiên em bé lao đi 
với vận tốc ban đầu nằm 
ngang  Ỷạ =twạể,. và 
:xượt không ma sát trên 
đường trượt. 
¡) Chứng minh rằng phản lực, do đường trượt tác 
dụng lên em bé coi như một chất điểm khối lượng m, 
được biểu diễn như sau : 


mcos3(8) b _ z] 


p là 


ÑềN = 


Ølà góc giữa tiếp tuyến với đường trượt ở 8 và đường 
năm ngang. 

2) Hãy bình luận về những khả năng xảy ra sự mất 
tiếp xúc với đường trượt. Vậy trường hợp giới hạn 
vệ = ¿n sẽ tương ứng với điều gì ? 

«Lời giải 

1) Sự áp dụng nguyên lí cơ bản của động lực học chiếu trên 
Cự cho ta : 


m——= + gcos0, Ø là bán kính cong. 
p 


Định lí vẻ động năng cho vỉ = vộ +2øgy 


#\ 5 
do đó : sar|sS] sa 
ụẺ 


dy 
døÏ 
l\ lv 1Ø ) 
KỐ) và C-— , từ đó: p= ; 
cos 9 P co 0 cos3t 


dụ ` 
tan ==—=—, 


d\( p 


Bán kính cong được xác định theo : Ø = ị 


dy = 


3 
mcos` 9 


Như vậy ta thu được : RÑZN = —— dt — 8p). 
P 


) NÓ. TỶ ~)à >3 
2) Sự tiếp xúc sẽ tôn tại nếu Ñ.ẺN_ < 0 nghĩa là Vặ < gp. 


Nến về = sp. thì mọi việc xảy ra giống nhút nết đường trượt 
không tồn tại, nhưng quŸ đạo lại tràng với đường trượt (R = 0). 
Nếu vệ > gp. thì không thể có sự tiếp xúc. 


ZO Một con lắc đặc biệt 


Một hạt trai được xâu vào một sợi dây không dãn chiều 
dài 2z mà hai đầu dây được gắn cố định ở hai điểm F; và 
E; của trục nằm ngang (Óv) với các hoành độ +c và -c. 


Hạt trai có thể trượt không ma sát trên sợi dây. Hãy 

nÿhMeo cứu các chuyển động nhỏ vạch ra trong mặt 
ảng thắng đứng (xÓy) khi hạt trai bị đẩy nhẹ ra 

hỏi vị trí cần bằng. 

Tìm chu kì của các dao động xảy ra. 

e Lời giải 

® Hạt trai vạch một elip với các tiêu điểm F, và F; (b = đẺ - €). 

mà phương trình có dạng : 


212 
8" nh 
Nghiên cứu hệ thức v(x) ở lân cận điểm x = 0) : 


bì” 
y=-b+—— 


24 
Sự áp dụng định lí về động năng cho ra : 


2u dv\T 
? +mgy=gVo. với # — 


dy } pẦy?(dv ỗ ( JÙÒu| gšo 
(| — —| | là bậc 4, trong khi ta chỉ giải với bác 2) 
dị a“ \dt 


1 DAY bị? bệ À 
Do đó : —m| — | +mạ| =b+—— |=mg 1”†+xTr 
2 \ar} 2a? 2a” 


- 1ÍAYY”- “ha ca 
thành thứ: —| —| = #ạ~x/} 
v¿ 2 


1 
2 
lÀ¿24 


dị 2a“ 
284v #b 
suy ra : Tạ =——, với @g = 0Ì +: 
đó 9% aT 
Chú ý : 
2 2 F2 
` =Xg C08 ®ọt 
x=1%o Cos@T dv “ÊtBlE: 
lj dv v” — | =®gY0 SI"” @g† 
cấp [ |——==@q xo sinof Lớp, 2|\(ứ 
ởđ.v, Jdĩ ởxụ 3 
y=-b ĐXo 2 
y==b+——~c0x” @ạt 
dy 24” 


2, 
dị ( dy ) 
—| =0 
dĩ 


ẵ ỏi lập 
SỨDUNG VỐN KIẾN THỨC 


Z ƒ7* Độ lệch của một hạt gây ra bởi m 
giếng thế 

Một hạt điện tích z > 0, chuyển động với vận tốc vọ 

trong một miền không gian mà ở đấy thế tĩnh điện 

bằng không (theo quy ước), lọt vào bên trong một quả 

cầu bán kính # mà điện thế bằng -V; nhờ đó, hạt có 

thế năng ấ= -qV. (Ta giả thiết V > 0). 


ột 


Người ta thừa nhận rằng có thể cũng đạt được kết quả 
như trên với hai lưới kim loại hình cầu đồng tâm bán 
kính rất gần nhau và bằng #&. Lưới ngoài ở điện thế 
không, còn lưới trong ở điện thế -V. Trường tĩnh điện 
giữa hai lưới, trong một màng chiều dày rất nhỏ, là 
xuyên tâm. Ngoài ra, người ta giả thiết rằng các lưới 
đó đều có thể cho hạt thấm qua và bỏ qua các tác 
động của trọng lực. Hệ quy chiếu đang dùng là 
hệ Galilée. 


Hạt gặp lưới ngoài dưới góc tới œ. 


1) Chứng minh rằng lúc đó hạt xuyên vào giữa hai 
lưới (r< R, dưới góc B đối với pháp tuyến Øï mà ta 
sẽ biểu diễn theo hàm số của œ, U và động năng 
ban đầu ấk, 


Chứng thực rằng sự khúc xạ quan sát thấy, tuân theo 
định luật Descartes, tương tự như trong quang học. 
Và ta sẽ định nghĩa một chiết suất tương đương. 
2) Hãy mô tả chuyển động về sau của hạt và xác định 
góc lệch do giếng cầu gây ra. Hệ thống nêu trên có 
cho ảnh đúng như nguyên hình theo ý nghĩa của 
quang hình học không ? 
« Lời giải 
1) Hệ có tính đối xứng câu chung quanh điển O. E bằng không 
khắp nơi trừ ở lân cận R mà tại đó Ê là xuyên tâm, từ đó. 

4d? - c B 

TTAN=0 và jạ AÑŸ =BA Ñ. 

là 

nên vạsinœ = vsinj (hệ thức này diễn đạt tính liên tục của 
thành phần tiếp tuyến của ÿ ). 


86 


Định lí về động năng cho : 


1 | #ị 
—m? =ẩi, ~ ấp. $inœ= |l— T sin 8. 
2 #%ọ 
Pin ớp 
Chiết suất tương đương là : n= |]l-——. 
#koẹ 


2)D=2(œ~Ø); |?|=|ða|: 
Hệ không có tính chất cho ảnh đúng như vật, trừ trong gân đúng 
Gauss (tính chất cho ảnh đúng nguyên hình một cách xấp xỉ). 


Z22 Hạt trên đường xicloit 
Một hạt có thể trượt không ma sát dọc theo một 
đường cong có các phương trình thông số : 
+(8) = a(Ø + sin 6) (Ox). là đường nằm ngang 
(0) = a(1~— cosØ) (Oy) là thẳng đứng đi lên 
Người ta thả hạt rơi tự do từ một độ cao h ở phía trên 
điểm 0, không vận tốc ban đầu (h = a(1 - cos6)). 


Chứng minh rằng chuyển động là tuần hoàn, và chu 
kì độc lập với h. 


* 


14 21 


28 


® Lời giải 

Việc áp dụng định lí về động năng vào khối lượng m cho ta : 
1 
n my? + mgy = mẹh 


Ta biểu diễn phương trình này theo hàm số của hoành độ cong 
s của điển M (gốc O) : 


đx = a(l + cos6)d6; dy = asin8M6 ; ds = ajJ2( + cos8)d6, 


dị 9 
Cho ren do đó §=4asin— - và 
2 2 
2 
=2asin c9 
É §a 
s” —s2 8 
3?2+2g—>—=0,£=—-—s và T độc lập với s 
8a 4a 


ZỞđ “*Hạt bị bẫy 

Một hạt M, khối lượng z, chịu tác dụng, trong một hệ 
quy chiếu Galilée ®, của một lực tổng cộng chấp 
nhận #hế năng ế?(¡), với r = OM. Ø là một điểm cố 
đị g # gọi là tâm của các lực. 

Äƒ Lực kết hợP là xuyên tâm (giá đỡ của nó đi qua 
O), chứ8g minh rằng, nói chung, quỹ đạo là phẳng. 
Muốn thế, ta sẽ chứng minh rằng mômen động của 
hạt ở Ó, kí hiệu Fạ, là một hằng số vectơ của chuyển 
động, mà sau này ta giả thiết là khác không. 

2) Ta đặt Ƒạ = Lẽ., và ta nghiên cứu các tính chất 
của quỹ đạo của hạt trong mặt phẳng (xÓy), bằng 
cách dùng các tọa độ cực r và Ø với trục (Óx) tùy ý. 
Hãy chứng minh rằng tích phân đầu của động năng 
được thể hiện bởi : 

1L (d#rÝ : 12 
5 "Í T) +ếp(r)*+ Đ th) đụ. 

Tương tự như trường hợp củả một chuyển động một ' 
bậc tự do, ta có thể rút ra từ Biểu thức trên những điều 
chỉ dẫn quý báu về chuyển động “theo +” của hạt bởi 
sự biểu diễn bằng đô thị của thế năng hiệu dụng xác 
định bởi : 


2 


R # BẾN GIẢI 2mr2 ` , 
3) Áp dụng nghiên cứu này cho trường hợp thế có 
dạng Yukawa : 
r lái €@/' 
#,(r)= sp, đa 
? 
ơœ và ¿ đều là hai hằng số dương. 


Chứng minh rằng sự đánh bẫy hạt trong một trường 
lực như thế chỉ có thể xảy ra nếu L_thỏa mãn một bất 
đẳng thức cần định rõ. 


/@‡ ¡ ị Ỉ 


ƒ(x) =0,6 


T—— 


0 
0 06 1/2 


— 


A—————_— 
3 36 42 4/8 54 


——— 
18 24 


Với giả thiết là đẳng thức trên nghiệm đúng, thì trong 
điều kiện phụ nào, hạt sẽ thực sự ở trong một trạng 
thái liên kết ? 


Đồ thị của -g(x) = 
l 


*® Lời giải 
do v.v 1 - r TU. 2 } ì 
1) Gia =ØM A F =0; Lạ = cte; OM-LLạ ; chuyển động là phẳng, 
f 
E'= Lề,.. 
2) Định lí về động năng cho ta : 
1, 2...1 Đ»p 
—m” +—mr”8” + ếb(r')= ếM. 
2 2 P M 
Tà Ôn 
nên: —mử” + x +Ếp(!) =ếM. 
2 2mrˆ : 
3) Mọi điều xảy ra dường nhụt hạt dịch èhuyển trên trục của 
các "r" trong giếng thế : l 
2 vu 
vx yxv 
ấp. = _—ce d 
Là 2mm: r 
" t2 l1 A—y 2maa 
Đặt:x=~¿ấp „ =—r| y~— ới A==— 
a 9ƒ 2mư“\v” X L 
3 


P chấp nhận các cực trị nếu, ety+x 


J==: 


\ 
Sự nghiên cứu đường cong ƒ[x) = e'(x + 4?) chứng tỏ rằng nếu 
: 10 
A> 2,34, thì có các cực trị (thành thử, đối với A = —. các 
3 
cực trị thu được ở x, = 0,72 và x; = 2.99). 


2 
2ma“ 
k› 
1 


1 —Y : 
#t ='—t¿#<=¿ làm nói bạt 
Tụ .2 


UỆ \ ` 


sự tôn tại của một trạng thái liên kết nếu L? < 0.84 mưa. 


36 42 48 54 6* 


Z4 ** Con lắc cầu 


Một con lắc đơn được cấu 
tạo như một chất điểm 
khối lượng m gắn vào một 
sợi dây mềm không dãn 
chiều dài /, được cố định 
ở một điểm O là gốc của 
hệ tọa độ (Ó ; x, y, z) của 
hệ quy chiếu Trái Đất giả 
thiết là hệ Galilée. 

Trục (Óz) được chọn 
thẳng đứng đi lên và ta sử dụng các tọa độ cầu (r, đ, 
ø) tâm Ó và trục (2). 


Các điều kiện ban đầu là bất kì, nhưng giả thiết là đã 
biết. Hãy nghiên cứu chuyển động của con lắc trong 
trường hợp sợi dây luôn căng. 

Chỉ dẫn : Bằng cách thể hiện sự bảo toàn của một 
thành phần của mômen động và của cơ năng, ta sẽ ải 
đến một phương trình vi phân về 6. 

Một cách giải bằng đồ thị như vậy cho phép chứng 
mình được rằng, nói chung, chất điểm vạch trên mặt 
câu (O, l) các dải viên nằm giữa hai vòng tròn song 
song ở các góc giới hạn 6, và 9; phụ thuộc vào các 
điều kiện ban đâu. 

® Lời giải 

Định lí về động năng áp dụng cho chất điểm cho ta : 


2 
Thành phần của mômen động chiếu trên trục (O2) là bất biến 
trong thời gian chuyển động 
ml2sinĐộ_= L, = hàng số (È giữ một dấu không đổi). 
Do đó có phương trình về Ö : 


1 2 
(4 + 12m^0¿? + mglcos0 = Ố 


H 
3 1 ” 

1 „262 + b._-ếÍ mg cos0 = ØẦ⁄,. 

2 ml2sinÐ 

Chú ý rằng lực căng Ì = —Tẽ, của sợi dây (T > 0) phải sao cho : 


T = miö? + ml@? sin”0 — mgcos9 


Vậy nếu Ö > Hai T50. 


Ta hãy xem xét trường hợp mà L„ #0 (L, = 0 tương ứng với bài 
tập 7) thì các giá trị của 0 phải sao cho : 
2 
2ml “ế) 
„ với w = cos0 ; Á = - =——: 
lu Lÿ Lÿ 
Cách xếp đặt tương đối các đường cong (xem hình vê) cho 


Au+B> 


2„”3 
2m“ gl 
— Thun 


M;] lo tị 
~0,8~0,6=0,4-0,22 0 0/2 04 0,6 0,8 1,0 
phép phân biệt ba trường hợp. 

A_= một giao điểm u„ : 0 = hằng số và ÿ_= hằng số. 


7 
(con lắc "cônic"). (0> 5i , sợi dây rất căng). 


xích đạo Ở xích đạo 


TL 
B= hai giao điểm, u, và u; < 0, nên Ö, và Ö; > my (sợi dây rất căng). 


T T 
€= hai điểm, u, > 0 và u; < 0, nên :Ö, < 3 và 8; > —. 
2 


Chuyển động sẽ tiến triển tốt giữa 0, và 9, nết sợi dây vẫn 
căng, nghĩa là nếu : 


2 
Lb 1 Au 
z > mgcos0, nên 1 


mlŠsin26 1= th { 2 
Các điêu kiện ban đâu chính xác (áp đặt cho L, và ấy ) cho 
phép bình luận đúng trường hợp này. 


chậm 
Cho một sợi dây không dãn 
(chiêu dài ) và móc vào đó  # 
một khối lượng z hình điểm. 
Một người thao tác giữ một 
vòng khuyên nhỏ khối lượng 
không đáng kể ở độ cao z (sợi 
dây luồn qua vòng đó). 
1) Nghiên cứu chuyển động 
của khối lượng ?n. 


6 


z ị 
2) Người thao tác thả vòng xuống từ từ, nghiên cứu hệ 
thức liên kết năng lượng của con lắc và xung động œ 
của các dao động của nó. 


e Lời giải 


1) ỗ= -0}9, với 0} =— —. 
L~z 


r2 „¬sơel 2342 
#ụ = 2 mg(L 20g, = 2/0” z) 078, - 


2) Các thành phần của các lực tác dụng 
lên vòng 


Cho < R,> = 0 và <R,> = ki TDRG 


Ta hãy xét kĩ công của người thao tác làm dịch chuyển vòng đi 
1 &: 
một đoạn dz trong một thời gian T >> —— (nó tác dụng lực —R 


lên vòng) : 


Công thức còn được viết dưới dạng : 
dấi d(L~ 
;4EM „ (L-z) _ 


m L~-z 


# 
Vậy Z1 (L-z) = cte hay — = dc, 
®; 


Zớ* Con lắc trên mặt phẳng 
nghiêng 

Một con lắc đơn được tạo thành bởi một sợi dây mềm 
không dãn, khối lượng không đáng kể, chiều dài !, cố 
định tại điểm A, và một chất điểm M khối lượng m, 
gắn vào đầu còn lại của sợi dây, và trượt không ma 
sát trên mặt phẳng vật chất (P) chứa điểm A, và 
nghiêng một góc œ so với mặt phẳng thẳng đứng. 
Biên độ góc ban đầu của con lắc là 6; (Ø, << l1) ; 
người ta làm thay đổi rất chậm góc œŒ (thời gian tiêu 
biểu rõ ràng là dài hơn chu kì dao động của con lắc). 
Hãy xác định các định luật biến đổi của cơ năng của 
con lắc và của biên độ góc các dao động theo góc œ. 


® Lời giải 


Với một giá trị œ cho trước, 
phương trình vi phân của 
chuyển động của con lắc là : 


_ 2 

09 =-u¿0, 
với G_ = Gộ cosơ 
và Ø =Š. 


( Đọc, : độ dời góc cực đại hay lỉ giác cực đại liên kết với Œ). 
Trong thời gian biến đổi chậm từ œ đến œ + da công nguyên 
tố của người thao tác bên ngoài (ví dụ người làm quay từ từ 
mặt phẳng một góc dd chung quanh A,) thì đồng nhất với 
công của R : 


02 
ðWp= < mglsind| 1=— | > dœ. 
op 2 


Số hạng thứ nhất : mạlsinœdœ biểu diễn số gia của thế năng 
của trọng lực, không tham gia vào trong ØjM : vậy ta không 
quan tâm tới nó. Vì thế, số hạng hiữu ích bằng : 


02? 
. 0œ 
— mglsinw———dd. 
4 
2 
2 ` k”) 
Thành thử  dØJ nf"8llhfmn È 
‡ _m 2 
với #ụ = n gLcos 0Ó. „ 
dối,  sindœdœ 
nên 2H. X6 =0. 
#ụ cosœ 
4 
yi : r là M 
Do đó = cte, hay = cte, nghĩa là —““— = cte. 
cosŒ cosœŒ ®œ 


Ä.‹‹‹€s s‹+T1‹L:Ê‹¿U 
Nghiên cứu dao tử điều hòa 

N Phân tích ảnh hưởng của lực ma sát 
nhớt lên hành vi của dao tử. 

RR Tổng quát hóa các kết quả nhận được 
cho các đao tử điều hòa không gian. 

BÑ Suỳ nghĩ về ảnh hưởng của một lực ma 
sát nhớt 

I Nghiên cứu trường hợp các dao tử 
không điều hòa. 


điều cẦn BIẾT TRƯỚC 


N VẬT LÍ 

se Thế năng 

s Tích phân đầu của năng lượng. 
® Lực ma sát nhớt. 


I TOÁN HỌC 

® Phương trình vi phân tuyến tính có hệ 
số không đổi cấp hai. 

® Phương trình thông số của một elip. 

e Khai triển bị chặn. 


'DA0 ĐỘNG TỰ D0 


Mỏ đầu 


Dao tử điều hòa đâu tiên trở thành đối tượng của miột 
cuộc thí nghiệm, theo truyền thống, là chiếc đèn chùm 
treo ở trần nhà thờ Pise. Chính trong khi quan sát sự 
du đưa của đèn mà GALILÉE (1564 - 1642) mới ở tuổi 
mười chín đã phát lién ra các định luật của chuyển 
động con lắc. 

Bài toán trên về các chuyển động nhỏ của một hệ 
chung quanh một vị trí cân bằng bên được đặt ra 
trong mọi ngành khoa học của vật lí. Điều hoàn toàn 
đáng chú ý là ông đã nêu lên một mô hình vật lí và 
một cách xử lí toán học độc lập với bản chất riêng 
biệt của các hệ được nghiên cứu. 

Mô hình vật lí được cấu thành bởi dao tử điều hòa, là 
đối tượng nghiên cứu của chương này. 

Còn về cách xử lí toán học, đó là cách xử lí các 
phương trình vì phân tuyến tính cấp hai có hệ số 
không đổi. 


Chú thích: 

Trong chương này, người ta sử dụng hệ quy chiếu 
Galilée và tất cả các phép lấy đạo hàm theo thời gian 
liên quan tới hệ quy chiến này. 


ị Dao tử điều hòa 


I.I. Định nghĩa 


Ta hãy xét một chất điểm M, khối lượng m, chịu tác dụng của một lực bảo 
toàn ƒ và buộc phải di chuyển trên một trục (0;£,). Nếu gốc Ø của trục 
là một vị trí cân bằng bên, thì ta được: 


dỡ, d6 
— =0 và D =k>0 
dị =0 đà xz0 


Ta khai triển ấfx) chung quanh vị trí cân bằng, và ta giới hạn ở cấp 2, 
nghĩa là ở số hạng thứ nhất có ý nghĩa khác không: 


dữ, d?Ø v2 
#.(x)=Ø,(0)+ ` .*et Cu, 
Ÿ lí L dx? „ 2 


Hằng số ⁄(0) với giá trị quy ước của nó, không có bất kì một nội dung 
vật lí nào. Nếu chất điểm AM vẫn ở lân cận vị trí cân bằng bền, thì nguyên 
lí cơ bản của động lực học được biểu diễn theo: 


2 
Đặt øạp = lỄ ¡ phương trình chuyển động trở thành - + øx =0. 
m l 


Ta gọi dao tử điều hòa là mọi hệ có một bậc tự do, mà phương trình 
chuyển động có dạng dưới đây, mặc dù bản chất vật lí của biến số x là gì: 
2 
tế + oœf* =0, 
đt 
I.2. Tính chất 


Dao tử điều hòa vận động trong một giếng thế dạng parabôn: 
k2 
Ø;(x) = Ø;(0)+ ¬#* 


Hình ] minh họa tính chất rất tổng quát trên. Nó thể hiện rõ số hạng thứ 
nhất có ý nghĩa khác không của khai triển Ø(x) là một số hạng của x?. 
Điều đó cũng đúng đối với nhiều hệ cơ học, điện học, âm học, nhiệt động 


học, v.V... 


Ở lân cận một vị trí cân bằng bên, một hệ chuyển động như một dao tử 
điêu hòa, nếu nó chịu tác dụng của một lực kéo về tỉ lệ với độ dấn của nó: 


df H.1. Trong khoảng [-X„ xXmÏ hệ 
=~ = -kx, vận động trong một giếng thể 
đ năng parabolic: đó là một dao tử 
nếu x = 0 biểu diễn một vị trí cân bằng bền. điều hòa. 


I.3. Phép lấy tích phân của phương trình chuyển động 
Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân tuyến tính cấp hai có hệ số 
không đổi : 

42v 2 

—— + 0x =0. 

j2 
là một tổ hợp tuyến tính của hai nghiệm đặc biệt độc lập tuyến tính, do đó : 

xŒ) = Aicos(@gf) + A;sin(0gÿ), 

trong đó 4; và 4; là các hằng số tích phân mà ta xác định từ các điều kiện 
ban đầu: 


dv 
A(0) = xạ và | — = Vọ. 
Lót nỢ bIẾ k 


Sau khi lập công thức ›'= = và biểu diễn các điều kiện ban đầu, thì ta sẽ 
đt 
lập được nghiệm tổng quát không mấy khó khăn: 


X(f) = Xọ cØS(@gf) + ~Ð sin(gr), 

®ọ§ 

nghiệm tổng quát còn có thể viết dưới dạng: 
X(f) = X„„ €0S (đ@pf + Ø) 

trong đó x„ (x„ > 0) là biên độ dao động và ø là pha ở gốc, tất cả đều là 
các biểu thức mới của các hằng tích phân. 
Khi khai triển biểu thức sau và đồng nhất các thừa số của cos (@gf) và của 
sin (@q#) với các thừa số của biểu thức trước, thì ta được: 


w, 
X„ CØ8@= Xọ VÀ Vụ, SỈ @ = — CỚ 
®ọ 
2 
® 3g về e2 Vọ mi Yọ 2Í đi VU 
Do đó: x„ = ,|xố +| ——| , tan @=~— và cos@ có dấu của xạ. 
‹g đgXọ 
Chu kì gọi là chu kì riêng của các dao động của dao tử bằng: 
2z 
Tạ =-“— 
®g 


Chu kì này độc lập với biên độ các dao động. Như vậy, các dao động có 
tính đẳng thời. Đặc tính nổi bật này của dao tử điều hòa là thực chừng nào 
mà hệ vẫn ở trong phần parabolic của giếng thế năng. 


Zo dụng ƒ 


Con lác đàn hồi Độ cứng của lò xo được kí hiệu là k, chiều dài 


H.2. Con lắc đàn hồi. 


của lò xo lúc không là lạ và chiêu dài lúc ở vị 


Một chất điểm M, khối lượng m buộc phải trượt trí cân bằng là l,„ 


không ma xát trên một thanh D hợp với đường 
thẳng đứng một góc œ (H.2). 

Chất điển được gắn ở đâu mút một lò xo mà đâu ` : 
mút còn lại được cố đỉnh ởO. Tính chu kì T của con lắc đàn hồi này. 


: 

: 
Lúc t = Ú, người ta truyền cho khối lượng một _ 
vận tốc Vụ = vọt kể từ vị trí cân bằng của nó. 


Cho / là chiều dài tức thời của lò xo. Phương trình trở thành: 
Theo nguyên lí cơ bản của động lực học thì: đề + øx =0 với øg = Lai 
mỉ = -k( - lạ) - mgsìnœ 2 
+. 0:Ả ` ` dã 
Lúc cân bằng, ta có: 0 = -k(,„ - lạ) - mgsinœ. Đây là một dao tử điều hòa mà chu kì 7 ==— 


%®o 
Vậy x = ( - I„„) là li độ của chất điểm. 


là độc lập với độ nghiêng z. 


2 Nghiên cứu năng lượng 


^“ .^“ 2 #ptĐIớM 1 
2.!. Lượng bất biến của cơ năng S0)!ốy, 
Ta thỏa thuận chọn gốc các thế năng là thế năng của dao tử ở vị trí cân 08 
bằng của nó : %0) =ÿ: 
Trong các điều kiện đó, biểu thức của thế năng có dạng: 06 
 z2.-„ Ä và 2 0,5 

_ n(xÀ tố “5p co“ (®ạt + Ø). 3 

Mặt khác, động năng của dao tử có dạng (với mộ —w IV 
0,2 


1 (đ\ 1 
%4 =;"(] =5 mới sin? (@ot+Ø) = 22 sin? (®gt + Ø). 


Từ đó ta suy ra biểu thức về cơ năng ấý/ của dao tử. 
Cơ năng của một dao tử điều hòa là không đổi và giá trị của nó tỉ lệ — H.3. KJ¿ cạnh thời gian của sự 


0 
0 04 08 12 16 2 
t/Tạ 


với bình phương biên độ x„ của các dao động. trao đổi tương hỗ giữa các dạng 
1 động năng và thế năng của cơ 
Ø = +ấp =2 krn năng. 


2.2. Phân bố đều của thế năng và động năng 


Thế năng LÍ và động năng ấ£ biến đổi theo thời gian, nhưng tổng của 
chúng là ấ vẫn không đổi. Trong thời gian chuyển động có sự trao đổi 
tương hỗ và thường xuyên giữa các dạng động năng và thế năng của năng 
lượng. Các hình 3 và hình 4 minh họa lần lượt khía cạnh thời gian và 
không gian của sự trao đổi đó. 


Ta hãy tính rưng bình theo thời gian <ð; > của thế năng. Theo định 
nghĩa, đó là giá trị trung bình của Ø⁄ (/) trong một khoảng thời gian A¿ rất 
đài, và nếu nói chính xác thì là vô rh: 


<#; = F~.v —= x J5 (t)dt 


Trong trường hợp của một hàm số tuần Xu thì đại lượng đó bằng giá trị 
trung bình của nó trong một chu kì T, khi đó, ta được: 


1 
< % >= n8 ÍZ2t)a 
T 


<#, n = ki m khá s21 cử 002 5,24 >= kếp ¬ H.4. Khía cạnh không gian của sự 

H 2 2 4 trao đổi tương hỗ giữa các dạng 
vì cos (2øp/ + 2ø) có một giá trị trung bình bằng không trên toàn khoảng — động, tăng và thế năng của cơ 
thời gian T. năng. 


Giá trị trung bình của động năng cũng được tính theo cách tương tự: 


vi vÃ 2 
k 1= cøs(2 kx 
< ấy >=——* <sin?(øạt +ø)> = L2 Ai k dạ. mỹ CU >=—. 
2 2 4 
Kết quả là: 


Trong chuyển động, tính trung bình, có sự phân bố đêu giữa thế năng 


và động năng: 


⁄ p dụng 2⁄4 


Tính chu kì của các dao động nhỏ của một con lắc 
có chiêu dài I và khối lượng m (H.5) bằng cách sử 
chụng tính bất biến của năng lượng. 


H.5. Con lắc đơn. 

Hệ được bảo toàn, vì có thể bỏ qua các lực ma sát, 
công của lực căng thì bằng không và cuối cùng thì 
trọng lượng được sinh ra từ một thế năng; do vậy 
khi đặt Z?(0)=0 theo quy ước, ta thu được: 


Ø = mgl(1 ~ cos 8). 


Ở lân cận vị trí cân bằng, Ø = 0 ; một phép khai 
triển giới hạn đến bậc hai của cosÔ cho phép viết: 


1 2 
Ø =—mgl8”, 
p2 m§ 


Đó là phương trình của một giếng thế parabolic (H.6) 
Do đó cơ năng ố{ bằng: 


#i: LmM2j2 +2 mạiớ. 


Đây chính là một bất bien của chuyển động mà 
giá trị được xác định bởi các điều kiện ban đầu. 
Lấy đạo hàm của ấ{ đối với thời gian: 


có. mlÔ(1ồ + g9) =0, 


Khi khử đi nghiệm nhiễu Ø=0, thì còn lại 
phương trình vi phân của chuyển động: 


Ä+ @[x =0, với sy =I|Š 


Một con lắc đơn dao động ở biên độ nhỏ Ì 
một dao tử điều hòa có chu kì riêng: 


«2m lễ 
§ 


© — tk 6 © 0 G6 3 œ 


1 
+ 
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H.6. Thế năng ấp(6) của một con lắc đơn và 
phân parabolic Ấn (6) của nó ở lân cận vị trí 


cân bằng. 


3 Dao tử điều hòa không gian bất kì 


3.1. Định nghĩa 

Để khái quát hóa các kết quả nói trên, ta hãy xét một hạt M tự do trong một 
trường lực bảo toàn. Vị trí cân bằng bền của nó được chọn làm gốc Ó của hệ 
quy chiếu đang dùng; ta cùng thỏa thuận rằng #0) =0. Nói chung thường 
tồn tại một hệ tọa độ trực giao chuẩn hóa (0;£,,ể„,£, ) trong đó, biểu thức 
của thế năng có thể được khai triển ở lân cận điểm gốc, dưới dạng: 


k k 
3 2 Ly) 
—y“ˆ.+—¿”, 
3e sict O/Ỡ 
trong đó &„, k, và k, đều là các hằng số đặc trưng của trường lực. Ta biểu 


hiện rõ hơn lực ƒ_ tác dụng lên chất điểm: 


k 
Ốp(x.y,z)=<2-x) + 


ƒ =-grad % =-(kyxểy + kyyểy +k,z£, ). 
Trong trường hợp tổng quát, lực không cùng đường thẳng với vectơ li 
độ OM, vì cả ba hàng số k„, k, và k, đều không bằng nhau. 
3.2. Phương trình chuyển động 
Áp dụng nguyên lí cơ bản của động lực học vào chất điểm M, khối lượng 
m, ta có: 

4?0M 

di? 

Để giải phương trình vi phân này, ta chiếu nó lên các trục, ta sẽ được: 
mỹ +k,x=0, mỹ+kyy=0, mở + k,z =0. 


m =ƒ=-(k,xể, + ky yếy + k„zể. ). 


Đó là các phương trình của ba dao tử điều hòa độc lập nhau mà các mạch 
số (tần số góc), trong trường hợp tổng quát đều khác nhau: 


ky k k_ 
Ø0, =4|——, 90, => g, =SS- 
m m m 


Các nghiệm tổng quát có dạng: 
X =X„.CØ5(0®ọ †+Ø„), y= Ym- cos(@g, +Øy), 7=Z„-C0S(0ọ †+Ø; ). 


Chuyển động của một dao tử điều hòa không gian là do sự hợp thành của 
các chuyển động của ba dao tử điều hòa độc lập nhau trên ba trục. 

Chuyển động của hạt M, chung quanh vị trí cân bằng, là một chuyển động 
dao động mà quỹ đạo, nói chung, không phẳng, cũng không khép kín; nói 
cách khác, chuyển động của Ä không phải là tuần hoàn. 

3.3. Nghiên cứu năng lượng 

Ta đã biết biểu thức của thế năng, từ đó ta suy ra biểu thức của cơ năng ấu : 


li TC ru no chan nu ớ 
Đụ 2 HỆ +ếp(x,y,2)=-TRœ +ỷ“+¿ ly Vườn +kyy +k.Z“), 


]: J2. 1 ,; ] s2. 
= mà? + at mg? + ;o3ˆ |*|š m¿? càk] 


Ta 72 r4) Ta số 3Ì [Ty T2 
L1) -l§ co Eụx |*|z > hư + si +t.£ : 
Cơ năng của một dao tử điều hòa không gian bằng tổng các cơ năng 
của ba dao tử điều hòa kết hợp với ba bậc tự do của nó. 


⁄ 
4 p dụng Z 


Điều kiện về tính tuần hoàn của 
ột chuyển độ - K6 
một chuyển động dao động không gian Muễc sấu, sâu g0iuÖi gi 6á xi ngu 3Ên 
Hãy tìm điêu kiện của 80,,ọ,- VÀ, để SAo cho: 


chuyển động của một dao tử điều hòa không gian k., SÔNG KQỔ ®g,T=n, ấm VÀ đụ Ð SH ấn ï 


có tính tuân hoàn ? Do đó ta thấy các xung động phải thỏa mãn 
Để cho chuyển động của dao tử là tuân hoàn, thì _ điều kiện : 
phải tồn tại một thời gian-hữu hạn 7 sao cho ta có 
đồng thời, ở mỗi thời điểm : 

x( + T) = x(), y + T) = y() và z( + T) = z((). Xturla n1 ff 


%0, _ ®0, -_ Ø®o 


4 Dao tử điều hòa không gian đẳng hướng 


4.1. Định nghĩa 
Một dao tử điều hòa không gian được gọi là đẳng hướng khi thế năng của 


nó chỉ là hàm số của khoảng cách r= 4x? +yˆ°+z? từ nó đến âm O 
của các lực. .Ba bệ số k„ ky, k, lúc đó sẽ bằng nhau và ta đặt k, = k, = k, = k. 
Do đó : 


—2 
FA =1g(x? +y? +z?)=1¿OM : 
2 2 
ƒ =-grad Øỹ =—k(Yểy + yếy + ZẺ,) = -kOM. 


Lực kéo về là một lực xuyên tâm và chuyển động của chất điểm éM 
được thực hiện theo định luật diện tích trong một mặt phẳng chứa 
tâm của lực. 


4.2. Phương trình chuyển động 
Nguyên lí cơ bản của động lực học áp dụng cho chất điểm M được 


viết theo : 
?O0M 319 
Sả uới +øOM =0, trong đó øọ “l 
d? m 
Tích phân phương trình vi phân vectơ trên với các điều kiện ban đầu : 


4OM(0) 
———=\%ạ. 
En 


OM(0) = OMo và ÿ(0) = 


Muốn thế, ta chiếu phương trình đó lên ba trục. Ta thu được ba phương 
trình vi phân vô hướng, mà mỗi hàm số chỉ có một tọa độ duy nhất. 
Ta dễ dàng tích phân các phương trình trên và có thể viết: 
vo, Voy „ 
V(f) = vo CØ8(0gf) + ——IH(@gf) š Y(L) = Yo COS(@gf) #+ ——sIn(@ạf); 
®§ ®ọ y4 


Vọ, 

Z(1) = 7g coS(@gf) + ——xIH(@gt). 
@®§ 

Theo kí hiệu vectơ, ta viết: 


xe» =.ẽ y 
OM(t) = OMo cos(@gt) + —im(@g1). 
®§ 


Mặt phẳng quỹ đạo được xác định bởi hai vectơ ØMo và Ÿọ ,và chứa, theo 
như dự kiến, tâm của các lực. 

4.3. Bản chất của quỹ đạo 

l Biểu thức của OM() là phương trình thông số của một elip tâm Ø, do M 


-1 -05 0 05 1 xứ) 


H.7. Quỹ dạo của một dao tứ điều 


- sẺ. 2n 4Ô hØkÈo 'ðà 8 PWVER 
vạch ra với chủ kì ?ạ =“= (1.7). hòa không gian đẳng hướng: đó là 
6Q một elip. 


ZT° dụng 4 


Con lắc cầu 
Một con lắc chiêu dài Ï và khối lượng m được treo 


Nguyên lí cơ bản của động lực học áp dụng 
cho điểm M⁄ được viết như sau: 


ởA (0,0, 1) (H.8). Con lắc được phóng đi từ Mạ nh d°OM =m§ +T.. 

(ú, yọ,Z = 0) với vận tốc 9o (vụ. 0, 0) khá nhỏ để dị? ) 

cho điểm M vẫn luôn luôn ở lân cận của mặt trong đó T là lực do sợi dây tác dụng. Phương 
phẳng nằm ngang. trình trên, khi chiếu lên các trục (Ó+) và (Øy), 
Hãy nghiên cứu chuyển động của M và từ đó suy cho m 2 

ra quỹ đạo của nó. ni dˆx + xê¬ HH. =1, hat TH ĐỂ, 


đĩ dị ` dĩ 


x 


A y lz Ì 


T, = mgcosØ= mụ và 


Quỹ đạo của A⁄ gân như phẳng, nên các 

phương trình chuyển động được suy ra từ đó: 
2v 2 

đáo, = ~øAÄ và ki _ = ~@£ y „ VỚI “_ =Š. 

dị dị ự 

Bằng phép tích phân, có kể tới các điều kiện 

ban đầu, các phương trình chuyển động cho ta: 


OMt() le OMo €o(@gf) + ~Ðyin(e0gf), 
đ®ọ 


Đó là phương trình thông số của một elip, khi 


H.8 Con lắc cầu. — _ ` l » Sj 
OMo không cùng đường thẳng với vọ. 


* Để tập luyện : bài tập 7. 


7-CHỊ 


B Dao tử điều hòa tắt dần bởi lực ma sát nhớt 


5.I. Phương trình chuyển động 
Xét một chất điểm chịu tác dụng của một lực ma sát nhớt tỉ lệ với vận tốc 
và buộc phải di chuyển dọc theo một trục (0;£, ), chung quanh vị trí cân 
bằng bên ở x = 0. Chuyển động của chất điểm được thực hiện dưới tác 
dụng của lực ƒ = —kxể, và lực ma sát ƒ, =-hÿ = —hĂ€y. 
Chiếu lên trục (+) biểu thức của nguyên lí cơ bản của động lực học: 
mỸ = —kx — hx. 
Để nghiên cứu phương trình chuyển động này, ta đặt: 
202 VÀ Øọ = xu, 
L4 „ 
@g là mạch số riêng, hay mạch số của dao tử không tắt, và 2ơ là hệ số 
tắt dân của dao tử tắt dần. 
Nghịch đảo + của hệ số tắt dân là thời gian. Đây chính là thời gian hồi 
phục năng lượng của dao tử (thông tin về sự mất mát năng lượng): 
h l 
—=2ữ=-. 
m # 
Từ 1 và œụ, ta tạo ra một hằng số khác là Ø, không thứ nguyên, đặc trưng 
cho dao tử, gọi là hệ số phẩm chất: Q = œyt. Một dao tử điều hòa tắt dần 
có thể được biểu thị tính chất bằng một trong ba cặp hằng số đặc trưng: 
(đụ, 2Ø), (đọ, +) hay (œp, @). Ta ghi nhớ các hệ thức dưới đây vì chúng 
cho phép chuyển từ một cặp các đặc trưng này sang cặp đặc trưng khác: 
_ay S12 6. 
m L4 VÀ -- 
Với cặp thứ nhất, phương trình chuyển động có dạng: 
#+2Gœ# + 0x =0, 
Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân trên là một tổ hợp tuyến tính 
của hai nghiệm độc lập tuyến tính. Các nghiệm riêng này có dạng e“ dẫn 
đến phương trình đặc trưng: 
r2 +20 + 0 =0, 
mà biệt số rút gọn là : 
A'=d? 0đ. 
Tính chất thực hay phức của các nghiệm của phương trình đặc trưng phụ 
thuộc vào dấu của biệt số và buộc phải biện luận như dưới đây. 


5.2. Chế độ không tuần hoàn 
Nếu > œụ (ø<;} thì A' >0. Đặt 0? =ø? — ø. 
Các nghiệm của phương trình đặc trưng là thực và âm: 
rị = Œ- 0 Và rạ= Œ+ (0. ` 
Nghiệm tổng quát của phương trình chuyển động là: 
(1) = Aie" + Ase?' =e ““(Aie + Ase ), 


trong đó A; và 4; là các hằng số tích phân phụ thuộc các điều kiện ban đầu. 


Biểu thức trên có thể viết dưới dạng: 
x)=e [Ach(ex) + Bsh(e)Ì; 
trong đó vận tốc của dao tử là: 
v(t)= 4 = e “ÍE ø(Achet + Bshat) + @(Ashet + Bche)} 


Sự tính toán các hằng số A và B, bát đâu từ các điều kiện ban đâu x(0) = xạ 
và (0) = vọ được tiến hành trực tiếp và dẫn đến biểu thức tổng quát: 


z Vụ +øY 
x()=e “luee + Tu F 
@ 
Theo các giá trị của xạ và của vọ, hàm số x() tiến đều về số không hay đi 
qua một cực trị, như hình 2 mình họa. 
Trong mọi trường hợp, x() tiến về 0 khi ¿ tiến tới , mà không hề có dao 
động: dao tử điều hòa ở trong chế độ không tuần hoàn. 


5.3. Chế độ tới hạn 
Nếu œ= œ|Ø = ;} thì A' = 0. Phương trình đặc trưng chấp nhận một 


nghiệm kép r = -œ = -øạ. Các nghiệm riêng độc lập tuyến tính sẽ là 
e~® và re“ , dẫn đến một nghiệm tổng quát có dạng: 
X() =(A + BI)e", 
trong đó, A và Ö là các hằng số tích phân xác định bởi các điều kiện ban 
đầu. Từ đó, ta suy ra biểu thức về vận tốc: 
v(f) =#= [-a(A +Ö/)+ B]e"“. 
Với các điều kiện ban đầu x(0) = xẹ và (0) = vọ, ta dễ dàng thiết lập biểu 
thức tổng quát: 
x(0) =[xạ +(vạ + axg)tk”“ 
L¡ độ x() tiến về không, khi í tiến đến vô cùng. Chuyển động của dao tử 
là không tuân hoàn cũng giống như trong trường hợp trước, tuy nhiên có 
sự trở về trạng thái nghỉ nhanh hơn nhiều (H.10). 
Trong cùng những điều kiện ban đầu nh nhau, thì chính là đối với sự tắt 
dân tới hạn mà sự trở về vị trí cân bằng được thực hiện nhanh hơn. Không 
tồn tại một sự chứng minh tổng quát đơn giản cho kết quả trên mà chúng 
ta chỉ xác lập xuất phát từ sự mô phỏng. 
Có kể đến giá trị duy nhất của sự tắt dân liên kết với chế độ tới hạn. Chế 
độ này xuất hiện như một chế độ giới hạn giữa chế độ không tuần hoàn và 
chế độ giả tuân hoàn nghiên cứu dưới đây. Vì lẽ đó mà chế độ này được 
gọi là chế độ tới hạn. 
5.4. Chế độ giả - tuần hoàn 


Chế độ này tương ứng với A'< 0, và với œ < ®g lø > 2} nghĩa là ứng với 
một sự tắt dân yếu. Ta đặt ø@? =ø¿ — œ7. Các nghiệm của phương trình 
đặc trưng là liên hợp phức: 

rị =-Ø - j0 Vầ r; = -ữ + j@. 


2 4 6 8 10 
H.9. Đao tử điều hòa tắt dân do 


12t 


lực ma sát nhớt : chế dộ không 


1 
thuần hoàn [+] Theo các điều 
2 


kiện ban dâu, thì lỉ độ đi qua một 
cực trị hay tiến đêu về số không. 


0.5 
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H.10. Dao tử điều hòa tắt dân do 
lực ma sát nhớt : chế độ tới hạn 


(s = ;] Các điêu kiện ban đâu 
2 

cũng giống hệt các điều kiện ban 

đâu của chuyển động không tuần 

hoàn (H.9.). Trong mọi trường 

hợp, sự trở về vị trí cân bằng 

được thực hiện nhanh hơn. 


Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân là một tổ hợp tuyến tính của 
hai nghiệm riêng e”“ và e?!: 

X()= Aiet + Ase?' = e“(Aye J4 + A;se"“), 
trong đó, 4, và A; ở đây đều là các hằng số liên hợp phức tùy thuộc vào 
các điều kiện ban đầu. Xét về mặt vật lí, thì nghiệm này là dạng ít được 
chú ý tới vì bao giờ người ta cũng thích thể hiện rõ ràng nghiệm này theo 
các số hạng thực: 

A(t) = eˆ““[A cos(at) + Bsin(ar)} 

trong đó, A và Ö là các kí hiệu mới của các hằng số tích phân /hực. 
Từ đó ta suy ra biểu thức về vận tốc: 


w1)=€ “"[~a(Acos(@t)+ Bsin(@t1)+@ (~Asim(@t)+ Bcos(er)))}, 


Với các điều kiện ban đầu x(0) = xọ và w(0) = vọ, ta dễ đàng thu được biểu 
thức tổng quát của li độ: 


ễ Vụ +đXo .. 
x(t)= £ “f| xạ cos(@t)+-#—^=® gin(øt) 
øØ 


mà sự phụ thuộc thời gian được minh họa trên hình 11. 
Đôi khi, nếu dùng biểu thức tương đương dưới đây thì thuận tiện hơn vì nó 
ngắn gọn hơn: 


X(†) = Ce"“ œos(@f + 0). 


ự¿ 
Vọ +ØXọ Vọ + 


C= x2 Í và tan@ = — =0 TÚI (cosọ cùng dấu với xọ ), 
Y 


0 
thu được bằng cách đồng nhất các số hạng của hai cách viết nghiệm tổng 
quát x(7). 
Biểu thức tổng quát sau cùng của x(/) làm nổi bật hai hình bao dạng hàm 


mũ + C~“ cho đồ thị của x(/). Ta nhận xét thấy rằng các thời điểm của 
các cực trị của x() đều tách biệt với các thời điểm tương ứng với sự tiếp 
xúc giữa x(/) và các hình bao + C~“' của nó (H.12). 


cực 


®#®————> 
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 f 3 3⁄02 3 nạ 


-3+———————-—> 
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H.11. Dao tử điêu hòa tắt dân do 
lực ma sát nhớt : chế độ giả - tuần 


1 j 
hoàn (a ph 2] Các điều kiện bạn 


đâu cũng giống như các điêu kiện 
ban đâu của chế độ không tuần 
hoàn (H.9) và chế độ tới hạn 
(H.10). 


trị tiếp xúc 
3,142 


3,06 3 


3,08 °*Ì s12 ` 


3,18 


. 3,16 32” 


H.12. Độ biến thiên của lì độ, theo chế độ giả - tuân hoàn, giữa hai hình bao dạng hàm mũ và chỉ tiết một phần của 


đường cong tại đó hiện rõ cực trị với đường hàm mũ. 


Khi thời gian trôi đi, thì x() tiến tới không bằng dao động. Chế độ dao động là 
không tuân hoàn vì sự tắt dân sinh ra do các lực ma sát. Dao động được gọi là giở 
- tuân hoàn và giả - chu kì của chuyển động bằng: 


k2 T1, T1, 
T=—= ỪU = Ú/ 


” #Í(@l. #(ã] 


Giả - chu kì là một hàm số tăng của œ, nghĩa là của sự tất dân. Các lực ma sát làm 


tăng giả - chủ kì T của các dao động và làm cho nó lớn hơn chu kì riêng 7ọ ._ 
®ọ 

Tuy nhiên đó chỉ là hiệu ứng cấp hai. 

Ta có thể kiểm tra giả - chu kì 7 là khoảng thời gian giữa hai lần liên tiếp đi qua 

giá trị x = 0 theo cùng một chiều như nhau, hoặc giữa hai điểm tiếp xúc liên tiếp 

với cùng một hình bao hay là khoảng thời gian giữa hai cực trị có cùng bản chất 

như nhau”). 


⁄? dụng 2 


Sự tắt dân tới hạn 
của một mạch (R, L, C) nối tiếp 

Người ta mắc nối tiếp một tụ có điện dung C = 
100nF, một cuộn dây có độ tự cảm L = ImH và 
điện trở r = 52. một điện trở điều chỉnh được R 
và một cái ngắt điện K (H.13). Tụ điện được nạp 
điện. Ở thời điểm t = 0, người ta đóng ngất K. 

Tìm giá trị của R để tụ điện phóng điện nhanh 
nhất có thể có. 


u{(t) = R'i(t)+ 


* Ta vừa nghiên cứu các 
nghiệm của phương trình 
vi phân: 

Ä+2@ï+@§x=0. Xuấi phát 
từ các điêu 
đầu X(,~o) =Xo và š,-ọ =0, 


kiện - ban 


ta thấy tôn tại một thời gian t„ 
sao cho đối với t > t„, ta có : 


(với p 


Xựr>r,) < pXo 


dương; p < l). Thời gian t 
này, là hàm số của hệ số tắt 
dân 2a đối với một giá trị @p 
cho trước, chấp nhận một cực 
tiểu đối với một giá trị riêng 
2œ, của hệ số đó. Bằng các 
phương pháp số hay thí 
nghiệm, ta có thể thu được giá 
trị œ„, này theo hàm số của p. 
Thường chỉ cần một "độ chính 
xác” 5% là đủ; thành thử, nếu 
ta chỉ cẩn f ạạ; cực tiểu (p = 
0,05), thì phải có œ = 0,7øy 
(chế độ giả-tuẩn hoàn). 
Nhưng nếu ta muốn một độ 
chính xác cao hơn (p + 0), thì 
phải tiến tới chế độ tới hạn (œ 


= đụ). 


Ta kí hiệu &' = R + r là điện trở tổng cộng của 
mạch điện. Định luật về mắt mạng cho ta: 

di(t) 
lí 
Việc khử ¡(/) sẽ cho ta phương trình về điện áp: 


khi đặt %=tÌ~= và 2z= buấ 
L€ Lñ 


„ VỚI i(†) = c0. 
dị 


bì Để cho u„) tiến về không nhanh nhất có thể 


R_ IER 
2L, ÝLC . 


có, thì chế độ phóng điện phải là chế độ tới 
hạn Ó = -_. nghĩa là đ= ứøụ. Từ đó: 


và W= 2lễ =20042; 
G 


Giá trị phải tìm của điện trở có thể điều chỉnh 


H.13. Mạch (R, LC) mắc nối tiếp được R và một cái 


được là: 
ngắt điện K. (H.13). Tụ điện được nạp điện. 


R= 


Kˆ-r= 195. 


4 pể tập luyện: bài tập 6. 


Nghiên cứu năng lượng của dao tử điều hòa 
tắt dần 


6.l. Công suất của các lực ma sát 
Ta lại lấy phương trình vi phân của đao tử tắt dân mử + hy + &v=0 và 
nhân phương trình này với y= #3; ta được: 

do đmy? + 2y : ) =-hwŸ, 

đr\2 2 
hay: 

dấn 
đí 

Đạo hàm dối với thời gian của cơ năng của một dao tử tắt dân thì 
bàng công suất của các lực ma sát. 
6.2. Trường hợp các chế độ giả - tuần hoàn 
Khi sử dụng biểu thức v() = Ce~“” cos(er + ø) của li độ, ta nhận thấy giữa 


=-hv? = ƒ„y <0. 


hai lí độ cách biệt nhau bởi một giả - chủ kì 7 = —, có một sự tắt dân: 
@Ø 


Gj( xui J7 À.. 0D. ) 
=e =Ăe”, 
v(1) 


T 
trong đó, ở= đÏ = =0 


là một hằng số đặc trưng của dao tử gọi là giảm 


lượng lôga. 
Biểu thức về giảm lượng lôga của một dao tử ở chế độ giả - tuần hoàn (œ 


< ø hay Q > 5 ) đã được xác định theo như dưới đây, dù ¡ thế nào : 


gia 4 x() |=z: 27g_—__ L4 
x(( + T) øậ -ø? 3 1 2 
Vek d6 Ti) 
2 


Việc xác định thực nghiệm giảm lượng lôga ở cho phép ta thu được hệ số 
phẩm chất Ó của dao tử tắt dân. 

Bây giờ ta hãy quan tâm tới sự giảm dân năng lượng. Giữa hai lì độ cực trị 
liên tiếp v(e) và vứọ + 7), mà đối với chúng thì vận tốc bằng không, ta 
thấy cơ năng đi từ giá trị # đến giá trị Z4; + Ađặy với : 


Ố, = 2v” tạ) và Øấ, + AØj = -(fạ +T) 


1 tức +7) 
= Du lan = đc 2, 


X(fe) 
Aất ì 
hoặc : ——M- =(e??~1)<0. 
ấm 
lê Đ. đo CS k tê \ “ko 4 ước 
Đối với những tắt dân yết (ð<< L hay @ >> 1), thì ở ~ S vì 7 = Tì. 


Biểu thức trên rút gọn thành : 
L1 1 
(đỂMu„..ag.LL2 „u(Ấb,, 
ám l2 T7 


Do đó, các định nghĩa về năng lượng của hệ số phẩm chất Q và của thời 
gian phục hồi năng lượng + có thể được sử dụng ngay cả cho các hệ tuần 
hoàn phi tuyến : 

ấụ đụ 

Am Aớm 

Người ta cho biết các cấp độ lớn của hệ số phẩm chất của một số hệ : 

e mạch điện (, L, C) chọn lọc với các linh kiện rời rạc : Q ~ 10; 

e Trái Đất, khi có động đất : Q ~ 10°; 

e thạch anh áp điện : @ ~z 10Ÿ; 

e nguyên tử bị kích thích : Q ~ 10. 


Q=-2z Và 7= —Ïg 


7 Dao tử điều hòa đẳng hướng tắt dần 


7.1. Phương trình chuyển động 

Ta lại nghiên cứu dao tử điều hòa đẳng hướng với giả thiết có một lực ma 

xát nhớt T = =h#. tác dụng lên chất điểm M. Nguyên lí cơ bản của động 

lực học dẫn đến phương trình vi phân : 
420M _„ dOM 


2N 2ø + PT) OM =Ö, 
dĩ 
k h 1 @ P x23 
trong đó : øạ =,|— và 2= “=—=- là mạch số riêng và hệ số tắt 
„m „ T 


dần của đao tử. 

Bản chất của nghiệm phụ thuộc tính chất thực hay phức và số nghiệm tách 
biệt của phương trình đặc trưng r” +2œr + ø¿ =0, mà biệt số rút gọn là 
A'=ø7 ~øä.. Điều này dẫn đến sự bình luận cổ điển sau đây. 

7.2. Chế độ không tuần hoàn 


Theo giả thiết A' >0, nghĩa là œ> øp hay @ < z 

Khi đặt : ø = ở` - ø¿, nghiệm của phương trình vi phân có dạng : 
OM(i) =e"# [Ãcex) + ñsh(er)]. 

Với các điều kiện ban đầu OM(t)= OMo và (0) =7ọ, ta được : 


OM()=c"“ Oh  um . 
œ@ 


Khi ¡ tiến tới vô cùng, ch(ør) ~ . và sh(@f) ~ . „ do đó ta có biểu 
thức tiệm cận của vectƠ vị trí : 
Lược ¿r(a+e)t Xác, 
OM(t)z~ Tu, +(z+ø) Ømo] 
2ø 


Chất điểm tiến về điểm tiệm cận Ø (1.14). 


yw) 
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H.14. Dao tử điêu hòa đẳng hướng 
tắt dân : chế độ không tuân hoàn. 


7.3. Chế độ tới hạn 
Chế độ này tương ứng với A' = 0, nghĩa là với œ = œạ hay Q = : . Nghiệm 
tổng quát của phương trình vi phân là : 
OM(1) = e “(Ä + Bị). 

Các hằng số tích phân A và 8 đều được xác định bởi các điều kiện ban đâu 
OM(0) = OMẹ và ÿ(0) = 9ọ: 

2M()= «ˆ#|ĐÑa + (ạ +øØMa):] 
Khi / tiến tới vô cùng, thì ØM(¿) ~ e““r(š; + œOM), chất điểm tiến vẻ 
điểm tiệm cận Ó (H.15). 


7.4. Chế độ giả - tuần hoàn 
Chế độ này tương ứng với A' < 0, hoặc œ < œo hoặc @ < : ị 
Đặt : ø?= Độ -0'; nghiệm tổng quát có dạng : 

OM(:) = e"# lã cos(at) + B sin(ar)| 
Với cũng các điều kiện ban đầu OM(0) =ØMạ và ÿ(0) = Ÿạ, ta được : 

OM(t) =e & cos(@f) + an ~| 
@ 

Quỹ đạo xoắn ốc chung quanh điểm tiệm cận O (H.16). 


8 Bổ sung về các dao tử? 


8.I. Dao tử điều hòa tắt dần do lực ma sát rắn 

8.1.1. Định luật ma sát trượt 

Lực ma sát ƒ„ là thành phân tiếp tuyến của phản lực R của giá đỡ : 
R=Ru+,. 

Khi một chất điểm M trượt có ma sát với một giá đỡ rắn, thì theo thí 

nghiệm, ta nhận thấy rằng lực ma sát trượt VỆ có tính chất : 

e tỉ lệ với độ lớn của thành phân pháp tuyến của lực ép chất điểm vào giá 

đỡ nó, hoặc là (cũng như vậy) tỉ lệ với độ lớn của R, của phản lực pháp 

tuyến của giá đỡ tác dụng lên chất điểm ; 

e cùng trên một đường thẳng, nhưng ngược chiều với vận tốc # của chất 

điểm đối với giá đỡ ; 

e độc lập với độ lớn của vận tốc đó. 

Các kết quả trên, xuất phát từ thực nghiệm, được thể hiện bởi : 

Định luật Coulomb (1781). 

Khi một chất điểm trượt với vận tốc 7 trên một giá đỡ rắn, thì nó 

chịu tác dụng của một lực ma sát : 


% =-MR„ 


“< |*i 


là hệ số ma sát ; mró phụ thuộc vào bản chất của các vật tiếp xúc. 
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H.15. Dao tử điều hòa đẳng hướng 
tắt dân : chế độ tới hạn. 
Các điêu kiện ban đâu cũng là 
những điêu kiện ban đâu của chế 


, độ không tuân hoàn 


H.16. Dao tử điêu hòa đẳng hướng 
tắt dân : chế độ giả - tuân hoàn. 
Các điêu kiện ban đầu cũng cùng 
là các điêu kiện ban đâu như đối 
với hai chế độ khác (H.14 và 15). 


(Œ) Đoạn này không rố trong 
chương trình, nhưng những kĩ thuật 
tính toán đêu rất cổ điển và có thể 


rất cân thiết khi giải một số bài tập 
hay bài toán vật lí đại cương (cơ 
học, điện học..). 


Khi khởi động một chất điểm, thì phải thắng được các lực ma sát fĩnh 
J7»|< z|Rz| 
8.I.2. Phương trình chuyển động 


Ta hãy xét một vòng khuyên # khối lượng m buộc phải trượt có ma sát 
dọc theo một trục nằm ngang (0;£„) dưới tác dụng của một lò xo có độ 


ƒ7„; mà độ lớn nghiệm đúng 


R : j JM. h H.17. Dao tử với lực ma sát rắn. 
cứng k và chiều dài lúc nghỉ lọ (H.17). Thành phân tiếp tuyến của phản 


Hệ thức cơ bản của động lực học áp dụng vào vòng khuyên có dạng : 


mộ ==K(I= lạJể, +img+Ñ với 9 =vẽ, và Ñ= Ñ„ + ƒ, 


lực R của giá đỡ là lực ma sát ƒ„.. 
Hình chiếu của phương trình lên trục (0: #,) cho ta Ñạ = mẹ. 
Ta ước tính lực ma sát ƒ„ = ƒ„£, : 
e chừng nào còn chuyển động ( # 0) : 
J' = sưng, với { 


e nếu y=0, với |ƒl = kll - lạ| < ưng, thì đạt được cân bằng. 


e=l nếu v>0 
œ=+l nếu y<0 


Khi đặt x = Í - lọ và ø§ Mễ, thì ta được : 
„” 


S4 vốn j2 với a.< >0 
mm @§ 
- c2 „Í£=l nếu #>0 
s+ z0: ƒy = etmo§a, với TM Hữu + 26 
e š=0, với lxÌ < a, thì đạt được cân bằng ; vậy tổn tại một miền cân 
bằng -đ < x,„< +4. 
Nếu chất điểm tới được miền cân bằng này với & =0 thì nó ở tại đó mãi mãi. 
8.1.3. Nghiên cứu chuyển động 
Nghiệm của phương trình vi phân này có đạng : 
X(f) = X„€OS( @f+ @)+ #4, 
Từ đó, ta có biểu thức về vận tốc : 
Ä(f)= ~X„@ sin(@t+@). 
Giả sử ở thời điểm ban đầu x(0) = xạ > ø và ‡(0)=0: vậy là có chuyển động. 
Phép tính các hằng số tích phân được thực hiện theo phương pháp cổ điển 
và dẫn tới : 
+) = (xo - A)COSớf +4 - và #(f)= =(xọ — 4)sin(@gt). 
Động tử dừng lại lân đâu ở thời điểm í„ =-—= » dường như đã không 
®ọ 
có ma sái. Khi đó, động tử có l¡ độ cực tiểu xị = x(q) = -(xọ - 24). 
Nếu xị < a, thì chuyển động tiếp tục. Các li độ cực đại có các giá trị liên tiếp : 
%ọ, Xa = %ọ - 4đ, *4 =1xọ - 84,..., 


0 09 1,8 27 3,6 4.5 5,4 6,3 7,2 8, 


và các li độ cực riểu có các giá trị liên tiếp : 


Xi=-Wo-24), xs =-Œọ -6đ), 1; =-(ọ - 104),.... H.18. Độ biến thiên li độ của lò xo 
Chừng nào mà lx;| > 4. của một dao tử tắt dân do lực ma 
Nếu lx;| < ø, chất điểm dừng lại trong miền cân bằng. vi HỒN ĐỊNH bạo CúA X{U, gốm hai 


đường thẳng. 


Kết luận : 
Sự khai triển theo cấp số cộng của các vận động cực trị làm cho hình bao 
của đường cong x(t) được cấu tạo bởi hai đường thẳng, và giả - chu kì 
2 Ệ D š s E72 
Tọạ= Ha giống hệt như giả - chu kì của chuyển động không tắt dân. 
0 
Thành thử, điểm dừng ở trên đoạn [-a, 2], mà nói chung không trùng với 
vị trí cân bằng có lực ma sát bằng không (x = 0). Đặc điểm này là một 
nhược điểm khi hệ dao động là bộ phận linh động của một dụng cụ đo mà 
số đọc được phải cho ta hoành độ của điểm dừng có lực ma sát bằng không. 
8.2. Dao tử không điều hòa 
8.2.I. Phương trình chuyển động 
Xét một chất điểm khối lượng zn, buộc phải chuyển động dọc theo một 
trục (2x) trong một giếng thế ấf(x) ở lân cận một vị trí cân bằng bền tại x = 0. 
Ở thời điểm ¿ = 0, hệ được đưa tới điểm x(0) = xọ, được buông ra không 
vận tốc ban đầu. 
Nếu xọ ở ngoài phần parabolic của giếng thế năng, thì các phép tính trước 
không còn có hiệu lực nữa. Lúc đó, cần phải tiếp tục khai triển ấƒ(x) ít 
nhất đến số hạng thứ hai có ý nghĩa mà lại khác không. Giả thiết rằng số 
hạng đó là một số hạng về + : 
1 


Ị 
Øp(x)=Øp(0)+kx) +Ék x) 


d% 3 
với k= — >o và #=| 4 SẺ 
đv dv " 
x=0 x=0 


Áp dụng nguyên lí cơ bản của động lực học cho chất điểm, ta có : 


dế, 
Min E1 se=EAeolkekuii. 
dị 2 
nên : X+0 +s0@Ax? =0, 


với : Gộ u.Š và su Liệc 

m 2m 
Phương trình chuyển động là một phương trình vì phân phi tuyến. Sự 
không tuyến tính là do số hạng s0 X”, mà ta coi như một nhiễu loạn 


thêm vào số hạng chính œ@x và nó nghiệm đúng ở mỗi thời điểm / : 


sœ[ x? <<0[x, đo đó sx << ] và sx¿ << l. 


8.2.2. Phương pháp nhiễu loạn 
Việc giải phương trình vi phân được tiến hành bằng các phép xấp xỉ kế 
tiếp nhau : 
® Ta giải phương trình vi phân tuyến tính của hệ không nhiễu loạn (s = 0), 
do đó ta có : 

X(f) = xgeos(dyy). 
® Ta coi rằng nhiễu loạn vẫn bảo toàn tính chất tuần hoàn cho chuyển 
động, nhưng có thể hơi làm thay đổi mạch số của nó, bây giờ đã trở thành œ. 
Khi điều đó được thỏa mãn, thì số hạng nhiễu loạn, có 3ˆ trong phương 
trình vi phân, tạo ra một số hạng dạng : 


cos”(@t) = ;I + cos(2ot) ] ` 


0 0/6 12 18 24 3/0 3,6 


H.19. Nghiệm đồ thị của phương 
trình  Ä3+@gx(L+sx)=0_ với 
@@ =2” (sạ không phải là vô 
cùng nhỏ so với 1). 


e Kết quả là ta phải tìm một nghiệm của phương trình có dạng : 

x(Œ) = A[cos(úY + Ø) + £ cos(2úY + 20) + £']. 
Các số hạng gắn với nhiễu loạn phải nhỏ, các thừa số e và £° là các đại 
lượng nhỏ cấp một như sxọ. Còn về các hằng số A và ø, thì chúng được 
xác định nhờ các điều kiện ban đầu. Ta hãy tính toán ở bậc một, ba số 
hạng của phương trình vi phân cần giải : 


@ñx = @§ Acos(@f + 0) +  cos(2dx + 2@) + £ˆÌ q) 
s0[x? = 0 AsA[cos(@r + @) +... _. (2) 
3 = =2 A[cos(f + @) + 4£ cos(2ø + 20)] @) 


Tổng của (1), (2) và (3) phải bằng không dù r như thế nào. Điều đó kéo 
theo số hạng không đổi, thừa số của cos(øY + Ø) và thừa số của cos(2dY + 20) 
phải bằng không. 

Từ đó, có ba hệ thức : 

® 0đ AE “+6 Á T =0, do đó e'=- x 

° @©A — @?A =0, do đó ø= đụ ; 

“0Ä Ae+u]AŠ^~u?A4e =0, do đó £(402 — 04 )= 0 = , nên c=Š:. 


8.2.3. Chú ý : 
e Trong ví dụ của ta, sự nhiễu loạn không làm thay đổi mạch số, tuy 
nhiên, không phải bao giờ cũng sẽ là như thế. 


e Số hạng nhiễu loạn — vi trong biểu thức của lực, đưa vào một ứẩn số 


gấp đôi tân số cơ bản œ = @ọ : li độ x() chứa họa âm bậc hai. 

Phương pháp đã dùng gợi ý rằng có vô số họa âm trong nghiệm chính xác, 
nhưng tầm quan trọng của các họa âm đó giảm theo thứ bậc của chúng. 
Điều đó chứng thực rằng ta có thể xử lí bài toán đến một cấp cho trước, 
mà không cần kể đến các họa âm bậc cao. 


e Để giải thích số hạng không đổi £'= -., ta hãy tính giá trị trung bình 


của li độ x() : 
sA? 
<{)> = A[<cos(úY)> + e`<cos(20Y)> + £']= £`A = ~ NYG 
Tính trung bình, dao tử không điêu hòa không còn dao động chung quanh 
vị trí cân bằng bên x = () của nó nữa. 
Tính kì dị bề ngoài đó sẽ được giải thích khi ta khảo sát biểu thức của lực 
kéo về : 
ƒ= . =—kx(1+ s). 
Đối với lxl cho trước, thì cường độ của lực trên càng lớn khi li độ x có 
cùng dấu như của s. 
Ví dụ, nếu s > 0, thì /c kéo về sẽ hơi quan trọng hơn khi x > 0, và phải 
trông chờ để quan sát được một sự lệch của vị trí trung bình về phía 
các x < 0. Và đây chính là kết quả thu được : 


2 
S4 xktSÓ, < 0. 
MÀ 


ĐIỀU CẦN GHI NHỚ 
DAO TỬ ĐIỀU HÒA 
e Một dao tử điều hòa là một hệ có một bậc tự do, mà phương trình chuyển động có dạng : 
#+ø£ +S0; 
dù bản chất vật lí của biến số x như thế nào. 
se Một dao tử điều hòa vận động trong một giếng thế năng parabolic #;(x)= 2h” dưới tác 
dụng của một lực kéo về tỉ lệ với li độ là ƒ = -kx, bằng cách thực hiện các dao động đẳng thời 
với chu kì riêng Tạ= ấp" 


e Cơ năng của một dao tử điều hòa là không đổi và giá trị của nó tỉ lệ với bình phương của 
biên độ x„ạ của các dao động : 
đụ, = ốy + ốp = 2ã, 


DAO TỬ TẮT DẦN DO LỰC MA SÁT NHỚT 
se Phương trình của một dao tử tất dân do lực ma sát nhớt là : 
#+ 2œ + 08x =0, 
với : bả = 2z = Lạ = , 
m ?\ V0 


@< ?} chuyển động là không tuần hoàn ; 


sœ=@§ (ø = ?} chuyển động là tới hạn và thời gian trở về cân bàng là cực tiểu ; 


sơ>0) o»>Ä\: chuyển đọngđà giả tiên hoàn vớigiá« đầu Kì 7T 2 =— =2 —. 
hà Hổ % đu§ -a? 


e Đối với các sự tắt dân yếu, độ biến thiên tương đối của cơ năng của dao tử trong một chu kì là : 


đếm _ ;a~ „22 „_.1a., 
đấy 90 r 
DAO TỬ TẮT DẦN DO LỰC MA SÁT RẮN 


e Định luật Coulomb 
Khi một chất điểm trượt trên một giá đỡ rắn với vận tốc 7 , thì nó chịu tác dụng của một lực ma sát : 
2 y 
#r= ~AuRp Te 
y 
e Khi bát đâu cho chất điểm chuyển động, thì phải thắng các lực ma sát fĩnh đ mà độ lớn 
nghiệm đúng 


l2| < “|&‡ 
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đðài tập có lời giỏi 
ao tử điều'hòa phẳng 


ĐỀ BÀI 

Một chất điểm A⁄, khối lượng ;n, được gắn với bốn điểm cố định Aï; A';, A›, 
A”, của một mặt phẳng nằm ngang, bốn lò xo cùng chiêu dài riêng ơ. 
Người ta kí hiệu #¡ là độ cứng của các lò xo MA¡, MA', và &; là độ cứng 
của các lò xo MA;, MA`›. 

L) Điểm Á(+x. y) ở lân cận điểm gốc Ó, hãy tính thế năng đi của nó. 

2) Từ đó suy ra lực ƒ áp dụng vào điểm M. Lực có phải là lực xuyên tâm 
không ? 

3) Ta thừa nhận rằng điểm M trượt không ma sắt trên mặt phẳng nằm 
ngang. Hãy nghiên cứu chuyển động của nó, biết rằng nó được lao đi từ 


-_#I,(xv„„ 0) với một Vận tốc f⁄„ = vụếy,. 


3) Mô tả quỹ đạo của M trong các trường hợp sau đây : 


a)#; =2ki) 


HƯỚNG DẪN 


Thế năng của một điểm M thì 
bằng tổng các thế năng của các 
lực tác dụng lên M. Đó là những 


lực nào ? Thế năng của các lực 


đó dược biểu điển nhự thế nào ? 


Nói chung, xự khai triển hạn chế 


của một hàm số ƒ{u) ở lân cận 
điểm không, chỉ cung cấp một 
vự vấp vỉ thích hợp nếu tu quá 
nhỏ so với Ï. 

Muốn kể tới điều kiện x << a, thì 
phải biểu thị hàm thế năng dưới 
Đo \ 

dụng 4†u) với u=—. 

a 
Nhớ rằng chỉ duy nhất có một 
dại lượng không thứ nguyên là có 
thể dược so sánh với xố T. 


b)#, =9k,. 


LỜI GIẢI 


1) Ta hãy tính thế năng của lò xo ⁄A,, bằng cách coi ~ và * như những 
ứ đ 
đại lượng vô cùng nhỏ cấp 1 và giới hạn ở cấp 2 : 


Pxee1d11MSÍ? x ¬ gì2 + v2 tác 
%. =zH{ (X¬—đg)“+y -) Pệ 


Bằng một phép tính tương tự cho lò xo A”›, ta lập : Z„= sáu” 


Khi thay &; vào k¡ và y vào x đối với các lò xo MA; và 8⁄A›, ta được : 


Pa 


1 2 
#„ =#”, =—kyy”. 
Pa 2 2: 


Do đó thế năng của hệ toàn bộ : Ø7 (x,y)= kịA” + &; yỶ. 
2) Dao tử coi là phẳng, từ đó ta suy ra : / = -2#,x và ƒy =-2k;y. Vì kị # &›, 
nên lực ƒ không phải là lực xuyên tâm (giá đỡ nó không đi qua điểm 2). 
3) Khi chiếu lên các trục, thì hệ thức cơ bản của động lực học áp dụng vào 
chất điểm trong hệ quy chiếu đang xét, giả thiết hệ là Galilée cho ta : 

d?x d?y 


=~2kqx Và 0m 
di? : dị? 


m" 


=~2k| y; 


+Ï2 có phải là số hữu tỉ không ? | D9 đó, bằng phương pháp tích phân, có kể đến các điều kiện ban đầu : 
Nhớ rằng một số vô tỉ không thể xŒ) = xgcos(@¡t), với đƑ = káu Đã 
được viết dưới dạng tỉ số của hai m 
kg 2k 
SỐ nguyên w@* to S6] J, âibzvto, 

@Ø; m 
4) Khi các mạch số ø„ và œ, tách biệt nhau, thì, nói chung, quỹ đạo sẽ 
không tuần hoàn, cũng không khép kín. Ngược lại, nếu tỉ số các mạch số 
là hữu tỉ, thì quỹ đạo sẽ khép kín và đồ thị của quỹ đạo là một đường 
cong Lissajous. 


a) Quỹ đạo của một dao tử điều hòa mà tỉ số các mạch số Lữ Lộ. A2 là vô 


@y 
t, thì sẽ không tuần hoàn và cũng không khép kín. 
}%() 
b) Quỹ đạo của một dao tử điều hòa mà tỉ số các mạch số '?2. ~3 là hữu 
@\ 
tỉ, thì sẽ là tuần hoàn và khép kín : đó là một đường cong Lissajous. 


yœ 


ĂẰ_————-——— 
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òời tập 
ẤP DUNG TRƯC TIẾP BÀI GIẢNG 
Một thí nghiệm đơn giản 


Người ta treo một khối 
lượng z chưa biết vào một 
lò xo có các đặc trưng (k, 
lọ chưa biết. Người ta 
nhận thấy lò xo dài thêm 
AI = 10cm: Hãy tính chu kì 
Fọ của các dao động của 


khối lượng, biết rằng 
cường độ của trọng lực là : 
g= 10m.s?. 
x 
® Lời giải 


, 

LAI = mạ, nên 'ÁI = " Gọi z là đệ dân dài tức thời, ta có : 
$ / tt me wử; 2 2 

mì =mg =kx, hay Ä=g— Xà =8ø—- @ạx =~@0(x ~Al) 


Chú kì các dao động sẽ ¿bằng - 


m=ŠT can [Tan |! =uer 


Hệ này có tính đẳng thời với một con lắc đơn, chiêu dài AI. 


⁄2 Chất điểm trên một thanh dẫn tròn 


Một chất điểm M, khối lượng m bị buộc phải trượt 
không ma sát dưới tác dụng của trọng lượng của nó, 
trên một thanh dẫn tròn bán kính z (xem sơ đồ). Hãy 
xác định chu kì Tạ của các dao động nhỏ chung 
quanh vị trí cân bằng của nó. 


© Lời giải 
Khối lượng m chịu tác dụng của trọng lượng mỹ của nó, và 


phản lực Rủjl giá đỡ (mang bởi AM, vì không có ma sát). 
Ta áp dụng định lí về mômen động ở Ó : 

424 . hà 
mạ? ö=-Š¿. 


a 


—mgak sin Ø, do đó : 
đt a? 


Đối với các chuyển động nhỏ sin8 z 6; ta lại tìm thấy phương 


trình vi phân mong đợi : ö== #ạ, 
a 


11 


Đây là một cách khác để tạo ra một con lắc đơn có chu kì 


Tọ TH 
§ 


3 Một con lắc đàn hồi khác 


Hãy xác định chu kì 7ọ của các dao động nhỏ của 
một chất điểm ẤM, khối lượng m, bị buộc phải di 
chuyển không ma sát trên một đường thẳng nằm 
ngang, dưới tác dụng của một lò xo (k, iạ) mà đầu 
mút còn lại được cố định tại điểm A ở độ cao ø > lạ 
(xem sơ đồ). 


(k I) 


xử 


mựt 


e Lời giải 

Ta có thể giải bài tập này theo hai cách khác nhau bằng cách sử 
dụng các định luật của động lực học hay định lí về động năng. 

® Chiếu nguyên lí cơ bản của động lực học lên trục (O) ta có : 


2 


mã = =k(L— lạ)sin6, với I = (aŸ + xŸ)! & 


đan LỒ cà 
và sinØ= —. 
1 


lọ 
Vậy nên : mở = —k.x| V2 mạn ranH ‡ 
(a +x”) 


Nếu chỉ giữ lại các số hạng cấp 1 về x, thì ta có : 


mà = -[ 
o) 


®© Phản lực Ñ của giá đỡ và trọng lượng mỹ có một công 
suất bằng không. Ta thấy rằng cơ năng ế§, = 4+ 4 được bảo 
toàn khi chỉ xét tới thế năng của lò xo : 


I 
lL~ 2) =-@gx, . đó. đồ... chu... kì 
= _ 


ma 


2)12, 


1 l 
“J =g m và Zp(x) = —k(l ~ lạ)”, với Ì= (4+3 


x 
Nếu giới hạn ở cấp 2 của —, thì ta có : 
a 


#£ 2+1„ 
2 


M 
Nếu lấy đạo hàm đối với thời gian ta sẽ thu được biểu thức 
trên nhân với Ä ; từ đó, chu kì có dạng 
2z 
Tạ =“—=2z 
®ọ 


1 nụ ñq 
"bar nền) lí § 


! 
›) = cte 


ma 


k(a— 


#4 Trọng lực kế lò xo 

Một trọng lực kế lò xo gồm một thanh Óð, khối 
lượng không đáng kể ; có thể quay quanh một trục 
nằm ngang (0;£, ) và nâng ở 8 một khối lượng điểm 
(chất điểm) ¿mm (xem sơ đồ). Dưới tác dụng của lò xo 
AB, có. độ cứng & và chiều dài không tải /ạ, thì thanh 
nằm ngang ở trạng thái cân bằng. Đặt OA = a, OB = b, 


AB=lvà 0= (šy,OB) là li độ góc của thanh ÓB. 


1) Tính chiều dài /„„ của lò xo lúc cân bằng. 

Cân bằng đó tồn tại ở điều kiện nào ? 

2) Xác định chu kì 7ọ của các dao động nhỏ của con 
lắc này. Điều gì sẽ xảy ra khi ka ở lân cận mg ? 


« Lời giải 


1)1 a?+b= 


lạ„, = lọ, và nhất thiết là ka > mụ. 


ka — mg 
2) Áp dụng định lí mômen động ở O, và bỏ qua các vô cùng 
2 

n „ ka~ đ 

nhỏ cấp 2, ta có : Ø + œ6 =0, với Ø§ = lu Tụ. LIÊN 
2 
km(alq ) 

Nếi ka ở lân cận mạ, thì chu kì sẽ rất dài. 


9 Phương trình không thứ nguyên của 
một dao tử điều hòa 
Cho một dao tử điều hòa có phương trình : 
Ä(t)+ 2œi(t) + jx(t)=0 
Chứng minh rằng, khi đưa vào thời gian rút gọn (hay 
không thứ nguyên) + = @gf = 2mm—: thì phương trình 
chuyển động của dao tử chỉ còn một thông số duy 


nhất không thứ nguyên nữa : hệ số phẩm chất Q. 
*® Lời giải 


Phương trình chuyển động có dạng : ? 
dr 
Mạch số riêng của con lắc này bằng 1 (không phải là đơn vị, vì 
ta tính toán với các biến số rút gọn), từ đó một chu kì bằng 2z 
Khi mô phỏng bằng số thì tốt nhất là tính toán với các dao tử 
có chu kì riêng bằng đơn vị. Muốn thế, ta phải thay biến 


t 
số 1 =—, phương trình vì phân sẽ trở thành 
0 


7) 
đx 
+ 
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Ố Xác định một hệ số nhớt 


Một hình cầu bán kính z 
và khối lượng z: được treo 
vào một lò xo độ cứng k 
và chiều dài không tải /ạ. 
Được di chuyển trong 
một chất lỏng có hệ số 
nhớt r\, hình cầu chịu một 
lực ma sát xác định bởi 
công thức Stokes : 

ƒ =-6mnrở, 
trong đó ÿ là vận tốc của hình cầu. 
1) Viết phương trình chuyển động của hình cầu nhúng 
vào trong chất lỏng và từ đó suy ra biểu thức của giả - _ 
chu kì 7. 
2) Trong không khí, các lực ma sát nhớt đều không 
đáng kể, chu kì của các dao động là 7ạ. Hãy xác định 
hệ số nhớt rị của chất lỏng theo mm, r, 7 và Tụ. 
® Lời giải 
1) Gọi l„ là chiêu dài của lò xo ở cân bằng và I là chiêu dài 


tức thời c của nó. Vậy z = (L - Ì, „) là độ dấn của lò xo đối với vị 
trí cân bằng của nó. Phương trình vi phân của chuyển động có dạng : 


di l; 
——~ +2œ—+ 0g: = 0, 


drˆ dĩ 
6n k 
với 2z= và @g = 4|—; dođó: 
m m 
2 2 

Tx= ẨU cUO xã 

lẽ 282, [k, [Am 
m „m 


2) Trong không khí (=0), hình câu thực hiện các dao động có 


k 
ch kì Tạ IS 
m 


2n z 
Ệ Vy 
2m 
đo đó : ị = ki l>< 
VÂN DỤNG tu KIẾN THỨC 


7 * Chuyển động dưới tác dụng của 
các lực tỉ lệ với khoảng cách 
1) Cho hai điểm cố định A, và A;, hãy nghiên cứu 
chuyển động của một chất điểm M, khối lượng m, 
chịu tác dụng của hai lực : 
ñ = =khAIM và ƒy = =kạ AM, 
với các giả thiết sau đây : 


a) kị và kạ là hai hằng số dương ; 

b) k; = -k, = k là hằng số dương. 

2) Khái quát hóa các kết quả thu được trong trường 
hợp có N lực ƒ; =k;A;M. 

e Lời giải 

1) a) Gọi G là trọng tâm của A, và A; được gán các hệ số k, và 
k,; do 4ó : Ï==kị(A,G+GM) và ƒ;=~k; (A,G+GM). 

do đó : ƒ = ~(kị + kạ)GM. 

Lực ƒ., mà giá đỡ đi qua điểm G cố định, là một lực xuyên tâm. 


2 

dˆGM PS) CS kị+k 
LG) @GM = Ö, với -Èt% 
di? k m 


GM (0) = GMo và 8(0) = ÿạ, 


_— = y 
Vậy GM(t)= GMo cos(@f) + —Cin(@gt). 

@ 

0 
b) (k, + k,) = 0 và không thể xác định được một trọng tâm nữa. 
Ƒ= k(A.M “ A,M) = kAIA;. 

Điểm M ở trong một trường lực đêu và quỹ đạo của nó là một 
parabôn nếu ÿọ và A\A; có hướng khác nhau. 


_ Nếu ÿạ và AyA„ đều cùng đường thẳng, thì điểm M có một 


chuyển động thẳng nhanh dân đêu. 
2) Nếu >k,z0, thì ta có thể xác định một trọng tâm G và 


L 
chuyển động là một chuyển động có lực xuyên tâm với tâm GŒ 
của các lực. Nếu 3k; = Ö,thì điển M ở trong một trường 


ỉ 
lực đều và quỹ đạo của nó hoặc là parabolic, hoặc là thẳng. 


Ø ** Con lắc xicloit 


Người ta dự kiến xác định phương trình của đường 
cong mà đọc theo đó một chất điểm M khối lượng m, 
dưới tác dụng trọng lượng của nó, dao động không 
ma sát theo kiểu đẳng thời. Muốn vậy, người ta xác 
định vị trí của điểm # theo hoành độ cong s của nó. 
Đường cong được định hướng như trên sơ đồ và gốc 
các hoành độ cong là điểm Ó. 


1) Chứng minh rằng điều kiện đủ để chuyển động của 
M phải đẳng thời là thế năng của nó phải có dạng 


lụa 
#=—ks“. 
P THÔY 


8- CHỊ 


2) Kết luận rằng đường cong phải tìm là một nhịp của 
đường xicloit mà người ta sẽ biểu diễn (đổi biến số 
sin— =—). 

m§ 
3) Tìm chu kì Tọ của các dao động. 
e Lời giải 
1) Khi không có ma sát, thì cơ năng sẽ bất biến : 


1 1 
#M =. mi + =cte. Do đó : mỹ + kš = 0. 


vì 
1 ks đdz ks 
2) Ốp = mg: = — ky”, vậy 24:2: và 3 
2 2mg d$ mg 


Gọi T là vectơ đơn vị tiếp tuyến với đường cong phải tìm : 


2 2 2 
kf -:-($) +(8).-z#- ¡-(®] 
đs đs đs mg 


dz — dz di đấy d 
CC TỔ tin và TT = ST =— (1+ cos6). 
48 dvd0 4k 


do đó, khí lấy tích phân và đặt a = —=, thì ta có : 
4k 


x=a(8+sin9) và z = a(l + cos6), với -# < 8<. 


m 4a 
3) Tọ `. —. 
k Ẳ› 


9 ** Con lắc đơn có biên độ lớn 


Cho một con lắc đơn có biên độ góc đụ < 1 rad. Hãy 
tính chu kìT của nó khi coi để. là một vô cùng nhỏ bậc l. 
*® Lời giải 

Phương trình của con lắc là ổ+ ®ộ sin 9 = 0, do đó : 


3 
Ổ+ø Puệ-o =0. 
6 


3 


P ý 6 ì ⁄ 
Nếu coi số hạng ®§ bại như một nhiễu loạn nhỏ, thì nghiệm 


không nhiễu loạn là Ø = 6ụcos(e@,t+@). Nhiễu loạn hơi làm 
biến đổi mạch số thành œ và đưa vào các số hạng về : 


1 
cosŠ (at +ợ)= eo) + cos(3@† + 3ø) 


Kết quả là ta phải tìm một nghiệm có dạng : 
6(t) = Øọ [cos¿a) + £cos(3@f + 3ø)} 
Ta tìm thấy : 


2 
6 
Từ đó, ta có công thức Borda : T = nÍ + #] trong đó, rõ 


ràng số hạng hiệu chính là cấp 2. 


Mục TIêU 


m Nghiên cứu động thái của một 
hệ tuyến tính chịu một tác dụng 
kích thích. 

m Nghiên cứu các kiểu bộ lọc khác 
nhau. 

m Sử dụng các sự tương tự về điện - 
cơ để chứng minh tính chất chung 
của các kết quả thu được. 

m Suy rộng khái niệm về trở kháng. 
m Rút ra nguyên lí duy trì các dao 
động. 


IỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 


m Vật lí 

® Dao động tự do. 

s Khái niệm về trở kháng (điện). 
m Toán học 


s Phương trình vi phân tuyến tính 
cấp 2 có hệ số không đổi với vế phải. 


DA0 ĐỘNG 
CƯỠNG BỨC 


2 ^ 
Mở đầu 
Muốn nghiên cứa chế độ cưỡng bức của một dao tử điều 
hòa thì ta phải coi nó như một hệ tuyến tính để khi có một 
kích thích ở lối vào, lại cho một đáp ứng ở lối ra. Tùy theo 
quan điển được chấp nhận, mà dao tử chỉ được dùng làm 
mô hình để xử lí tính đa dạng của các hiện tượng cùng 
loại, nhưng bản chất vật lí rất khác nhau. Có thể là các 
mạng lưới điện chịu các kích thích, các hệ thống cơ học 
chịu các kích thích bên ngoài hoặc các nguyên tử, phân tử 
chịu các sóng sáng kích thích, v.v... 
Hiện tượng lọc, nghĩa là sự phụ thuộc biên độ của đáp 
ứng vào tân số kích thích, sẽ được triển khai. 
Về vấn đề này, ta mới thấy rõ rằng dao tử nghiên cứu là 
một bộ lọc tuyến tính cấp 2. Đối với một loại kích thích 
cho trước và tùy theo đại lượng được coi như đáp ứng, thì 
một bộ lọc có thể hay không có thể biểu hiện tính cộng 
hưởng. Khi một cộng hưởng có khả năng xảy ra, thì ty 
thuộc tình huống nó làm tăng một khuyết tật hay một 
phẩm chất của hệ, thì trong thực tế nó sẽ được né tránh 
hoặc được từn kiếm lại. Để mình họa tính chất hợp nhất 
trong nghiên cứa, người ta làm nổi bật các sự tương tự 
giữa điện và cơ, do đó khái niệm trở kháng tron ø điện sẽ 
được mở rộng. 
Cuối cùng, bài toán duy trì các dao tử sẽ được đề cập đến. 
Nhân địp này, ta sẽ xem xét kĩ vai trò của các tính chất 
phi tuyến để đưa ra kết luận về sự có mặt thực tế cần thiết 
của chúng. 


Mô tả và phương trình của dao tử được nghiên 
cứu 


Một hình câu nhỏ khối lượng m được treo ở đầu dưới M của một lò xo độ 
cứng & và chiều dài không tải /ạ. Người ta nhúng hình câu này vào trong 
một chất lưu nhớt có hệ số nhớt r\ (//.). Khi hình câu dịch chuyển với 
vận tốc w đối với chất lưu, thì chất lưu tác dụng một lực ma sát nhớt 
ƒ ==hŸ, đối với các vận tốc nhỏ. 
Ở thời điểm r = 0, đầu mút phía trên của lò xo chịu một chuyển dời x„(). 
Hãy xác định độ dãn x) của điểm M đối với vị trí cân bằng của nó. 
Hệ thức cơ bản của động lực học áp dụng vào #, khi chiếu trên trục thẳng 
đứng hướng xuống phía dưới (0;£y), cho ta : 
„„ gHỶ = mg — ƒA — k([~lạ)— hà, 

trong đó, / là chiều dài tức thời của lò xo và /; là lực đẩy Archimède. Ta 
thừa nhận rằng lực đẩy này vẫn bằng lực đẩy tác dụng lúc cân bằng : 

Ó =mg - ƒA - k(a - lọ), 
với J„„ là chiêu dài của lò xo lúc cân bằng. Ta trừ vế đối vế hai biểu thức 
trên, thì được : 

mã = =k(l = lạ, )— hả. 


Chú ý rằng xạ + /= x + l„„ phương trình chuyển động có dạng : 


cạ? 
mÃ + hà + kx = kxA(1). 


L h ñ nể: ` 
Ta kí hiệu ø` = LÉ, và 2ø =-— tương ứng với mạch số riêng của dao 
m Mì 


tử và hệ số ma sát của nó. Phương trình chuyển động của dao tử có dạng 
cuối cùng. 


#+2d# + øx* = @#*x() 


Nhớ ràng (hời gian phục hồi 1 của năng lượng và hệ số phẩm chất Q liên 
kết với hệ số ma sát 2z nhờ các hệ thức : 


LIÊN 
m #- Ø. 


Dao tử này sẽ được dùng làm mô hình cho toàn chương. 


Đáp ứng của một dao tử đối với một kích 
thích 
2.I. Định nghĩa 


Nghiệm x() của phương trình chuyển động 3 + 2ø + @âx = @0XA(1), 
theo định nghĩa, là đáp ứng của nó về lỉ độ đối với kích thích x(1). 


2.2. Chế độ và hoạt động 

Về mặt toán học thì đó là bài toán xác định nghiệm tổng quát của một 
phương trình vi phân tuyến tính có hệ số không đổi với vế phải là hàm số 
của thời gian. 


chuyển động 


* 

H.1. Mô hình của dao tử cơ học 
tuyến tính tắt dân dưới tác dụng 
của một kích thích xa(L) 


Nghiệm tổng quát x(/) này được phân tích thành tổng của : 

s x(/) : nghiệm tổng quát của phương trình vi phân thuần nhất ; 

e x;(0) : nghiệm riêng của phương trình có vế phải. 

Do đó : x() = xạ(0) + x:(0). 

Khi dao tử tắt dân, thì chế độ tự do của nó, mô tả bởi xạ(/), sẽ biến 
mất theo thời gian, như đa thấy trong chương 4. Duy nhất còn tôn tại 
sau đó là chế độ cưỡng bức mô tả bởi x;(0). 

Ta gọi chế độ quá độ là chế độ biểu diễn bởi x() chừng nào mà xo() 
không thể bỏ qua so với x¡(0). 


3 Các kích thích cơ bản 


Một hệ có thể chịu tác dụng của vô số loại kích thích (các tín hiệu). Để 
xác định các đặc trưng chung của các đáp ứng của một hệ như vậy, thì chỉ 
cần biết đáp ứng của nó đối với một số tín hiệu sơ cấp cơ bản nào đó là đủ. 
Ta sẽ nêu ra dưới đây các tín hiệu đó. 


3.I. Kích thích điều hòa 

Tín hiệu hình sin (kích thích điều hòa) và đáp ứng của hệ được gọi là đáp 
ứng diều hòa. 

Khi một hệ chịu tác dụng của một kích thích điều hòa, thì ta sẽ quan tâm 
chủ yếu tới chế độ cưỡng bức của nó (đã ổn định). 

Ngược lại, trong hai trường hợp sau đây, ta lại quan tâm chủ yếu tới chế 
độ quá độ. 


3.2. Bậc thang 


ha gọi hàm bậc thang hay hàm Heaviside, là hàm (0 (H.2) được xác 
định theo : 


u(()= 0 nếu t < 0 
_ |l nếm £ >0. 


Đáp ứng tương ứng, gọi là đáp ứng chỉ báo, là sự thử quá độ tiêu biểu 
nhất. 

Ta hãy tỏ rõ là hàm bậc thang cho phép ta biểu diễn thuận tiện các hàm 
liên tục theo từng đoạn. 

3.3. Xung Dirac 

Cho một họ các hàm số xác định bởi (H/.3) 


I ở 
: — nếu f€ 0,¿] 
J#()=‡£ l 
0 nếu ¡+ #£|0,¿] 
+œ 
Dù š thế nào, ta vẫn có IF (i)dr = 1. Nếu š tiến tới 0, thì giới hạn của các 


—œ 


hàm số / (không còn là một hàm số nữa) sẽ xác định xưng Dirac ở). 


H.2. Hàm bậc thang 


H.3. Khi £ tiến tới 0, thì giới hạn 
của các hàm + (1) xác định xung 


Dưac. 


} Hà Ặ khu ù ] 
Theo cách trực giác hơn, ta xét một xung chọn độ dài š và biên độ — : 


xung Dirac ổ() là tín hiệu thu được khi ta cho § tiến tới 0. 


Xung Dirac dùng trong vật lí để biểu diễn một tác động thực hiện trong 


một thời gian cực kì ngắn. 


Đáp ứng tương ứng, gọi là đáp ứng xung, rất có lợi về mặt lí thuyết. Theo 


định nghĩa, thì một xung Dừac là thuần nhất với một tần số. 


⁄? dụng ƒ 


Đáp ứng của một dao tử 
cho một nấc dịch chuyển 
Ta xét dao tử cơ học của hình 1, thực hiện với một 
Á. dê số: | Hy 
sự tắt dân yếu (œ < ứ&ụ hay Q > ”: Dao tử ở 
trạng thái nghỉ và ở cân bằng tại gốc của hệ quy 
chiếm ; ta áp dụng cho nó nấc dịch chuyển xạ(1) = 
X1). 
Hãy xác định đáp ứng chỉ báo của nó về lỉ độ x(t). 
XnẬ 


1,63 


0 5 10 15 20 25 30 
H.4. Dáp ứng chỉ báo về lì độ của dao tử với Q = 3, 
` w 
l„ = @pÍ VỀ Xu =— 
A 


Phương trình của dao tử đã được thiết lập ở ŠI : 
Ä(1)+2gÄ(1) + @x(1) = @Xa(): 

Biệt số rút gọn 4'=ø#? -ø¿ <0. của phương 

trình đặc trưng của nó z” +2œr + ø@ =0, có 


giá trị âm. Ta đặt @?= œộ -đŸ?, 


Nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất là : 

X(t)= e ““(A cos@t + Bsin @f) , 
trong đó A và đều là các hàng số phải được 
xác định từ các điều kiện ban đâu 
Muốn ¿ 3 0, số hạng thứ hai của phương trình 
vi phân là hằng số và bằng X, : 

X()+ 2t(1)+ @ÄX(1) = @XA 
Ta phải tìm một nghiệm riêng +, không đổi đối 
với phương trình đây đủ. Ta suy ngay ra vị = 
X. ; do đó, đáp ứng của dao tử là : 

x(t) = e_““(A cos @t + B xin @f) + Xa 

Vận tốc của:nó có biểu thức : 


v(t)=e “ 


.[-œ(Acosøf + Bsinø) 
+ #X-Asinø + Bcosø) | 
ở thời điểm ban đâu, chất điểm M ở gốc với 
vận tốc không, vì vậy ta có : 
0=A+X, vàO0 = -đA + ø@B, 
Do đó : A = -X; và B_—^A ' 
D) 


Cuối cùng : 


+() =-XĂA [ _.—e le at +“ sin@f ll 


@ 


Đồ thị trên hình 4 là đồ thị của đáp ứng chỉ báo 
+) của dao tử. 


4 Tính cộng được của các đáp ứng 


Tính tuyến tính của phương trình chuyển động của một dao tử điều 
hòa kéo theo tính cộng được của các đáp ứng của nó. 


Tính chất này được biết dưới tên gọi là ›guyên lí chồng chất. 


Nếu +) là đáp ứng của dao tử đối với kích thích X4,(f)› thì lúc đó ta có 


A(1)= bàt? (r) là đáp ứng của nó đối với kích thích x„(¡) = ba (). 


ị i 
Ví dụ, điều đó sẽ xảy ra khi dao tử chịu tác dụng của một kích thích tuần 
hoàn có thể phân tích được thành chuổi Fourier : đáp ứng của nó là sự 
chồng chất của tập hợp các đáp ứng điều hòa. 


⁄ 


p dụng sT 


Đáp ứng của một dao tử 
đối với một xung chọn dịch chuyển. 

Một khối lượng m được 
treo ở đầu mút dưới M *| 
của một lò xo độ cứng k 
và chiều dài không tải lạ & h 
(H.Š). Khối lượng ở cân 
bằng và ở trạng thái kạ 
nghỉ. Ở thời điểm t = 0, b 
người ta buộc đầu mút 
trên A của lò xo chịu một 
dịch chuyển không đổi : 
X\ trong thời gian 4, rồi Ẳ 
dưa A về vị trí bạn đẩu H5, Dạo tử đàn hồi 
của nó. llãy xác định đáp thẳng đứng, được 
ứng về li độ x(t) của hệ. kích thích bởi một 
Sự kích thích bằng XUNE địch chuyển xạ(f) 
chọn xx(Œ) là sự chồng 
chất của một nấc dịch chuyển thứ nhất Xa) bắt 

xA(f) 


cân bằng. =ÓM 


dịch chuyển 


Xa 


Xu M (†-To) 


H6. Một xung chọn dịch chuyển có thể được phân 


tích như là sự chồng chất của hai nấc dịch chuyển. 


đầu ở thời điểm ¡ = 0 và một nấc dịch chuyển 
thứ hai -X.wŒ - tọ) bắt đầu ở thời điểm ¡ = tụ 
(H6). Khi bỏ qua các lực ma sát, thì các đáp ứng 
với hai nấc là : 

xi(1)=XA [I - cos @gtÌu(1), 

x;(1) =—XA[I~ cos@g(t — Tạ )]t(t =rg) 
Đáp ứng của dao tử là sự chồng chất của hai 
đáp ứng trước : x() = X0) + 320). 

Đồ thị của x() được thể hiện trên hình 7. 
Nếu f > rạ, thì : 
x(†)=X A(cos|g (!~Tạ)]-cos@ạ1), 


: x()=2Xa [eo #]ð|s(:-| 


1,0+ 


0 20 40 00 


H.7. Đáp ứng cho một xung chọn dịch chuyển : 


^ x 
lạ= @gf, Tạ= đyịt VÀ X„ ==—. 
A 


Từ đây về sau, chúng ta giới hạn ở đáp ứng của hệ chịu một kích thích 


hình sin. 


Đáp ứng cưỡng bức đối với một kích thích 
hình sin 
Với giả thiết của một lực kích thích hình sin, thì phương trình chuyển 
động của dao tử có dạng : 


ÄJx+2øÝ + “ộ v.= @ Xa cox(@f + /). 

Đáp ứng tự do xạ() của dao tử đã được nghiên cứu ở chương 4. Ta hãy 
quan tâm tới chế độ cưỡng bức tương ứng với nghiệm riêng của phương 
trình vi phân có vế phải. 
Vế này có dạng hình sin, nên nghiệm riêng như ta sẽ thấy dưới đây, cũng 
là một hàm sin có cùng xung động @ như nhau : 

A(E) = X„y CØS(@t + ®y), 
trừ trường hợp : z= 0 và ø@= œ. 
Giả sử điều kiện sau được thực hiện, ta xác định biên độ x„ và pha Ø, ở 
điểm gốc thời gian. 
Ta thấy có nhiều phương pháp hay với mức độ rất khác nhau. 
© Phương pháp đại xố. 
Ta nghiên cứu chỉ tiết vế thứ nhất của phương trình vi phân với biểu thức trên 
đây của x(), rồi ta đồng nhất các thừa số của cos(ev) và sin(e#) ở hai vế. 
Phương pháp này dài, buồn tẻ, nên nhất thiết phải loại trừ. 
® Phương pháp biến số phức 
Đây là phương pháp ưu việt nhất vì sự duyên dáng và tính hiệu quả của 
nó. Phương pháp sẽ được trình bày dưới đây. 
® Phuơng pháp Fresnel 
Phương pháp thể hiện bằng hình học phương pháp kể trên trong mặt 
phảng phức. 
5.I. Phương pháp biến số phức 
5.1.1. Chú thích sơ bộ 
Mọi hàm sin /) với mạch số ø đều có thể được ghi dưới dạng : 

ƒ(!) = fần cos(@f + V), 
trong đó //„ là biên độ và vy là pha ở gốc thời gian. 


Ví dụ: ƒ(f) = —/f„ si(@t + @) = lạ «| m +ø+ :) 


5.|.2. Biểu diễn phức của một đại lượng hình sin 

Cho g0) = g„cs(/+U) là một hàm số hình sin có một bản chất vật lí nào đó. 
Theo định nghĩa, biểu điển phức của nó là hàm số g(/) = Ge"*, với 
G= g„e!* (G: biên độ phức và / = -l). 

Đối với g(0) = g„©os(a + ), ta có thể kết hợp được một biên độ phức 
G= g„£!", và ngược lại. 

Nhớ rằng g„, = lg| và = argŒ, cũng như kí hiệu thường dùng : 


gí) =Ge!“. 


Sự trở về kí hiệu thực được thực hiện bằng cách lấy phân thực của đại 
lượng phức g() : 
g()= ®#[g(t)]= %e|œe7°"] 
Chú ý : 
Mối quan hệ giữa một hàm số hình sin và biểu diễn phức của nó được bảo 
toàn trong tất cả mọi phép toán tuyến tính : phép cộng, pháp nhân với một 
hằng, phép lấy dạo hàm. Ngược lại quan hệ đó không được bảo toàn 
trong một tích số. 
5.1.3. Áp dụng cho các phương trình vi phân tuyến tính 
Ta đi tìm một nghiệm riêng của phương trình vi phân của dao tử đang 
nghiên cứu : 
Ä+2at + ® x= Gộ Xu cos(af + V) 
Viết theo kí hiệu phức, thì phương trình vi phân trên có dạng : 
Ä + 2ø + øÄx = 0X eiIeV), 
Phân thực x() = %e[x(/)], của nghiệm x(/) của phương trình vi phân phức 
trên, là nghiệm của phương trình vi phân thực của chuyển động. 
Hiệu quả của phương pháp biến số phức là do tính chất sau đây : 
X(f) = x„eAtv), 
từ đó : 1t) = jex„ef (99V) = jax(r) và š(t) = (j@)®x(9) = ~@2xít). 
Có một sự tương đương giữa phép lấy đạo hàm theo thời gian của x() và 
phép nhân nó với jø. 
Thành thử, phương trình vi phân phức cân giải, được quy về phương trình 
đại số bậc nhất về x() : 
~ @ŸX(1) + j2@(1) + 0A X(1) = 08x. „e1 9), 
Từ đó, ta suy ra : x(/) = trưng Tnn =X!”, 
(® —@“)+ j2œœ 
nếu ta loại trừ trường hợp @= œạg và œ= 0 (xem áp dụng 3). 
Nghiệm riêng phải tìm là phân thực của x(/), đó là : 
x) = X„€OS(@f + Ø,), 
2 
(64 
với : x„ =|X|# —n 
(®ộ ~ø?)? +4d?ø? 
à : k2 n2 Ẩn ¿ 
và Ở, =argX=ự~ ardro‡ ~=@ )+/2zø] 
Ghi nhớ các kết quả hữu ích sau đây : 
s Sự lệch pha của đáp ứng đối với sự kích thích là : 


Ø„=?,-/= ~arg|to - Ø?) + j2ao| 


Ã 2zœ ° 4 Ũ h 
nên /an0y =————-, với cosø, có dấu như của (@” — % J 
(0 =@ 


s Biên độ phức X của đáp ứng có dạng : 
2 
®0 XẠu, 


X= cJV, 


(®2 = Ø7) + J2zœ 


+ Để luyện tập : bài tập 1. 


⁄°p dụng 2 


Kích thích hình sin ở tân số cộng hưởng 
Một khối lượng m được ? 
treo ở đầu một lò xo có độ A 
cứng k và chiêu dài không 
tải lọ. Đâu mút còn lại của 
lò xo ở tại điển A (H.8). 
Hệ ở cân bằng và nằm yên. 
Người ta tác động lên điển A 
lúc t = 0 một li độ thẳng đứng: — MÌ------|--+--- 

ZA(f)= ZÁm Sỉ @f, t9 M 


cân bằn 
(# án). ĐÀ. 


1) Thiết lập phương trình 


vỉ phân của chuyển động H.8. Dao tử đàn hồi 


của khối lượng. Đặt thẳng đứng. 
k 

®g =A|—- 
m 


2) Từ đó rút ra phương trình chuyển động của 


khối lượng. Điều gì sẽ xảy ra khi œ tiến tới œạ ? 
1) Theo hệ thức cơ bản của động lực học : 
mỡ = —k(Ï — lạ) + mg. 


*n 
30 


-30 


chuyển động 


Lúc cân bằng, ta có : Ó = - (12, - lạ) + mg. Do đó : 
mề = ~k(l — lạ, ). 
Lưu ý rằng : z + Ï„ = / + zA, nên phương trình 
chuyển động có dạng : 
?+@4z= Ø824„ Sỉn @I. 

2) Nếu dao tử không tắt dần, thì chế độ tự do 
không biến mất. Phương trình chuyển động sẽ 
là tổng của nghiệm tổng quát của phương trình 
thuần nhất z¿() = Acos(@gf) + Bsin(@gf) và 
một nghiệm riêng của phương trình đầy đủ, mà 
ta có thể xác định bằng cách dùng phương 
pháp biến số phức : 


2A„, Đ j 
Zi()= —S —z Y at. 
@§ — @ 


Các hằng số tích phân A và 8 được xác định 
bởi các điều kiện ban đầu z(0) = 0 và ¿(0)=0: 
„i20 


FA, 
Z(t)=—S”—~ [@sim(@at)~ @g sin(øv 
@“ —@§ 
Nếu ø tiến về ø, thì vế phải sẽ có dạng bất 
định. Đặt ø= øp + ổ : 


Z4, @ 
Z(t)= Âu 9 5 [(©o +)sin(@ot) 


(@ạ + ðø)?~ ®§ 
~#gsin((@g + ở@)t)], 


lm 


z(t)= 


Z Am ®0 ầ h 
——[@g sin(@gt) + ổ@sin(@gf) 

2oÖœ 

—®) sin(@gf ) + @gô@† cos( egf )Ì 

24 

z(t)=——” 
: 2 

Chủ ý : 

Cũng có khả năng lại tìm thấy kết quả này 

bằng phương pháp biến thiên hằng số, hay bằng 

cách tìm trực tiếp một nghiệm dưới dạng : 


[s(øor) h @gtcos(@gr)} 


œtcos(@p† + 0), hay quy tắc LHospiial. 

Biên độ các dao động tăng theo thời gian 
(H.9). Ở ngoài một biên độ nào đó, chế độ của 
dao tử trở thành phi tuyến và sự tăng quan sát 
được về biên độ sẽ ngừng. 

{ H.9. Đáp ứng của một dao tử không tắt dân 
đối với một kích thích có tân số bằng tân số riêng 


). 


của dao tử (t, = @pf, Z„ = 


z 
Am 


5.2. Đáp ứng điều hòa về li độ 
Ở chế độ điều hòa, nghĩa là ở chế độ cưỡng bức dưới tác dụng của một tín 
hiệu hình sin, thì đáp ứng của dao tử có một biên độ +„(œ) và một sự lệch 
pha ø„(ø) đối với kích thích, là các hàm số của mạch số của kích thích. 
Ta sẽ nghiên cứu các hàm số v„(@) và Ø,(@). 
5.2.I. Biên độ x„(ø) của đáp ứng về li độ 
Ta nhớ lại biểu thức về biên độ x„() thu được ở § 5. L.3. : 

Ø0 XA, 


KP E12 Tm.7NDM 
(0ð ~@“)“ +4œ“(0“ 


Đặt D(@)=4|(®§ ~ø?)?+4aø?aø?. 


% NA 
Do đó v 


„ị ((0)= và, bằng một phép tính cổ điển, ta có : 


quy (@ @ã 
đâu LOẶ, =9 Am 2u0(gyệ ~œ?~2a”). 
đt) D (@) 
Biên độ x„(ø) đi qua một cực trị khi @ = 0, dù hệ số tắt dân 2œ có giá trị 
như thế nào, và đi qua một cực trị khác khi : 


l§u2 2 X M0) 1 
@ =0), =4 =2“ , nếu œ < MỘ =0/707øe lo > +) 


Các đồ thị của x„(ø), là hàm số của tham số ø, được vẽ trên hình !0. 
Nghiên cứu kĩ các đồ thị đó, ta suy ra được những nhận xét sau đây : 

s Dù sự tắt dân mạnh yếu như thế nào, thì biên độ của đáp ứng của dao tử 
cũng tiến về cùng một biên độ tĩnh x„(0) = x„„„ khi œ tiến về 0, và về cùng 
một biên độ không, khi ø tiến tới œ. 

Thành thử, đáp ứng về li độ của hệ bao giờ cũng suy giảm mạnh ở tần số 
cao, trong khi ở tân số thấp thì đáp ứng vẫn luôn luôn quan trọng. 

Để có đáp ứng của mình về li độ, thì hệ phải tiến hành một sự lọc 
thong thấp hay thông dải : h 


Vy: J 1 
® Khi sự tắt dân đủ yếu | ø cờ =0/707@g hay Q>——=|, thì biên độ 
Xo v2j 
của đáp ứng đi qua một cực đại ứng với một giá trị hữu hạn và khác không 
của ø : khi đó ta nói rằng dao tử dang cộng hưởng về l¡ độ. Ta thường gọi 


là cái cộng hưởng. Chú ý rằng tẩn số cộng hưởng @„ = Xø‡ ~2ơ”, nếu 


như nó tồn tại, bao giờ cũng nhỏ hơn tân số riêng. œạ và khi nó càng gần 
œ, thì sự tắt dần lại càng yếu. 
Biên độ của lï độ cộng hưởng có giá trị: - 


2 ý 
f80(Xv„¡ Qxú,, 
âm, 5 5 _ 
2œ\ø§ -d xe T— 
40? 


Đối với các sự tắt dần yếu (Q >> I1), thì thực tế ta có Xa„ =Xa„Q. Lúc 
đó, biên độ Mời có thể trở nên rất lớn và phá vỡ cái cộng hưởng. 


s Chính vì ø<“© Do = mai mà biên độ của đáp ứng phải càng dẹt càng 
J2 va)" 


tốt ở tần số thấp. 


(-3,1416) 


0 1 L¿ 3 4 $., ®x 


H.1U. Sự biến thiên của biên độ được chuẩn hóa  H.11. Sự biến thiên của độ lệch pha @,(@,) của đáp ứng 
An, =—Ph của đáp ứng về lí độ theo hàm số của — về lỉ độ đối với sự kích thích (@„ = là mạch số 
mt¡% 
A 


n à b (uy 
b t được chuẩn hóa), đối với các sự tắt dân khác nhan. 
@y =—— là mạch số dược chuẩn hóa của kích thích 


+ „0 
đối với các sự tắt dân khác nhau. 


5.2.2. Sự lệch pha của đáp ứng về li độ 
Ta lại xét biểu thức về sự lệch pha ø,(2) của li độ đối với kích thích, như 


đã được thiết lập ở §S.1.3. : 
tan Ø (6) = xa g 
(0 —@ 


với cosp, có dấu của (đ? — ® 3 
Ta nhận thấy ø(0) = 0 và Ø,() là một hàm số giảm đơn điệu của o : 
đọ (0) — ~2d(0à +@?) 
de — (øậ=@?)°®+(2gøœ)? 
Li độ x() của dao tử bao giờ cũng (rễ đối với kích thích và sự trễ đó càng 
tăng khi tân số tăng. Thành thử, l¡ độ và kích thích đồng pha đối với œ = 
0, và cuối cùng phải nghịch pha khi œ tiến tới vô cùng : g(œ) = -Tr. 


Sự phụ thuộc của độ lệch pha đối với sự tắt dân, đặc trưng bởi œ (hay Q), 
được thể hiện rất rõ trên đồ thị (7.11). 
Thành thử ta thấy rõ ràng là : 


e lì độ chậm về pha 90” khi ø= œạ, dù œ như thế nào : 


<0. 


L3 
Ø(@g) = — Lý 


e sự quay pha, xảy ra chủ yếu ở lân cận œ2o, sẽ càng nhanh nếu sự tắt dân 
càng yếu (ø nhỏ hơn hay @ cao hơn). 


Z°p dụng ⁄ 


Sự tắt dân tối tru của một chấn động kí Ta áp dụng trong #¡ hệ thức cơ bản của động 
Một chấn động kí gồm một khung cứng, trên đó _ lực học cho khối lượng ” : 
treo một lò xo độ cứng k và chiêu dài riêng lạ, một mZ = =mg = k(Ï— lạ)— h(¿ =#A). 
cái dập tắt dao động có hệ số ma sát h và khối Lúc cân bằng, ta có : 0 = -mg - É đạ - lạ) do 
lượng m (H.12). Một ngòi bút nhọn, gắn vào khối đó, khi trừ vế đối vế, ta có: 
lượng, cho phép ghỉ chuyển động của khối lượng mZ=~k(I~ lu )=h(2—2A) 
đối với khung. 
Khung chuyển dộng thẳng đứng đối với hệ quy 
chiếu phòng thí nghiệm 9, giả thiết là hệ Galiláe : h ụ 3 ` cý 

za()= ZA„ + Â co8 ai. Ä + 2Ø + @ñY = TA = @ “Ácos @L, 


Vì x =(I-t) Và Z =(Z¿+l), nên khi thử ý và 
z, ta thu được: 


l 3 : " đỀ k 
1) Ta kí hiệu l„„ là chiều dài lúc cân bằng của lò với 2œ ==— và %ộ =—. 


Ao và x =1 - lự là lí độ của khối lượng. Xác đị LÄy, AÌ)- phkb so Ö vi ch v2 004 
\ Ân} ị „ ĐÑ IS bx Má N l2 Mức định 2) Muốn cho biểu đồ ghi thật chính xác, thì 
phương trình vì phân theo x của chuyển động của  “ 3i & k4 -< SA SIA xiên 'kâA 
tà EX#ox b - xứ) và za(/) phải có cùng các tần số và các biên 
khối lượng dối với khung. P Kì dì  IẾ caa 
Hàh be 2 X› 2nø ở gậ„ độ như nhau, hay ít ra cũng phải có các biên độ 
2) Các dao động của khung là các dao động điền —, š TH b%: CÀ Q 
lệ „3N Đ "" NI N ý ;)LNN tỉ lệ với nhau. Ở chế độ ổn định, tần số của 4Œ) 
SỐ cao, vậy ta phải chọn sự làm tắt dao động của 3p (ä tân số Của Š 5 
khối lượng như thế nào để biểu đồ ghỉ của x(t) mô Tản kiệt lì vn ky độ. Cân phải tránh 
phòng đúng nhất ở chế độ ổn định, chuyển động — TA hãy xét kĩ vấn đề lên độ, Gần phải tán 
tp Ma “chiếu phòng thí  mỌI hiệu ứng lọc trong vùng tân số được sử 
Za(1) của khung đối với hệ quy chiếu phòng thí H xứnc j tổ 
Rerdeeei .ứ dụng, nghĩa là trong chừng mực có thể làm sao 
61m, cho biên độ của đáp ứng x() không phụ thuộc 
tần số của kích thích z;(). 
Ta hãy biểu thị rõ ràng biên độ của x(/): 


z‡ 


2 
Aø“ 


tí = Ï..9:-- 3. v2 2 
(@§ =@“ )“ +(2z@) 


Và đặt : 2:[) 
“@ 


thì ta được: 


Xựn 
ZA‡---~ 
Œ)=A cos 0 
hn U Đặt y(2) = ‹21-024| 
(Ø?,) ể, =(22+ 
6) 


Vấn đề là xác định giá trị của hệ số ma sát ơ 
HH.12. Nguyên lí của một chấn động kí. mà nó vẫn giữ trong biểu thức đó một giá trị 
VỆ si ẢGG TT ST có càng gần càng tốt với giá trị nó có ở tần số cao 

1) Ta kí hiệu / là chiều dài tức thời của lò xo và z »(0)=1 
là độ cao của điểm 4 trong hệ quy chiếu phòng 


HN v Muốn vậy, tất cả các đạo hàm tới cấp ba phải 
thí nghiệm. 


triệt tiêu ở 2= 0. 


Ta tính các đạo hàm đó: 


› Đối với øœ=“S„thì biểu y0} 
*®# = 32) +2|J/| -2|a v2 
d2- HẠ ( thức về biên độ của các 0.8 
1i độ của khối lượng là: o6 
2z ] 
Ũ 43 A 
—=I22?+2 [#] -2| và —>=242 Xu (9)= 04 
--E so d2 '2ø ] 02 
HỊ 
Giá trị tối ưu của ø phải thỏa mã 
1a EỊ k của Ø phai löa man @p Tra 678 10 6h 
l# -2=0,nên Fe, hay "Min Các biến thiên của H13. Đáp ứng của chấn 
%0 v2 v2 xm(@) đã được nêu 


Khi đó, chấn động kế là một bộ lọc thông - cao với 
một đáp ứng ở các tần số cao càng dẹt càng tốt. 


trên hình !3. 


.3. Đáp ứng điều hòa về vận tốc 

.3.I. Biểu thức của biên độ phức của vận tốc 

Fa hãy quan tâm tới biên độ phức của vận tốc của dao tử. Ta dễ dàng tính 
iên độ đó nhờ biểu thức của X(@) thiết lập được ở §5.1.3. ; 


@gxXA„ c1 
2œ 


.[ @ 
tờiic hét cty 
@g_ @ 


®ọ 


G XẠ, cw 


V(@) = j@X(@) = j@ —— 
(® —=“ )+J2œœ 


›.3.2. Biên độ v„(ø) của đáp ứng về vận tốc 


Fa biểu diễn rõ ràng biên độ v„() của vận tốc: 


0 XA„, 


Vậy (2) .= 


Các biến thiên của nó theo hàm số của ø, đối với những giá trị khác nhau 
tủa tham số ở, được cho trước trên hình 14. 
Ta nhận thấy, trên sơ đồ cũng như theo biểu thức đại số, rằng biên độ này 
liến về không, khi xung động tiến về các giá trị cực trị của nó là zêro và 
vô cùng, dù giá trị của sự tắt dân như thế nào ? 
Ngược lại, đối với các giá trị hữu hạn của xung động, thì biên độ này là 
đáng kể nếu không phải là rất quan trọng. 
Hệ thực hiện một sự lọc thông - dải đối với đáp ứng của hệ về vận tốc. 
Biên độ v,„(ø) là cực đại khi mẫu số cực tiểu, nghĩa là khi ø= ø;, và điều 
đó xảy ra dù ø thế nào. Ta có cộng hưởng về vận tốc dù giá trị tắt dân ra 
sao. Và cộng hưởng này bao giờ cũng xảy ra khi ø@= øọ. Lúc cộng hưởng, 
biên độ vận tốc có giá trị: 

@| X Am 


đp 


®ọ 


ì = @oxA„Q, 20 


Đối với các tắt dân yếu (œ << ø hay @ >>1), thì giá trị vụ của Vạ, có 


thể sẽ rất cao. 
Cộng hưởng vận tốc càng nhọn khi tắt dân càng yếu. 


động kế đối với Q= 


X„m(@) 
(se 5 ;@), 


⁄2 


H.14, Biến thiên của biên độ: 


Yựt 


Vnym = 


của đáp ứng về vận 
®hX Am, 


tốc theo hàm số của mạch số được 


3 : BP- c.p ` 
chuẩn hoá @ạ=—— của kích thích 
ạ 
dối với những sự tắt dân khác 

nhau. 


5.3.3. Độ lệch pha ø,(ø) của đáp ứng về vận tốc 
Gọi đ¿„(ø)là đối số của V(œ). Biểu thức về độ lệch pha của vận tốc đối 
với kích thích ø„(@) = Ø„(@)_— w, được xác định bởi: 


tan@y(@) = — Inhoa mộ „VỚI cøs@y>0. 


Từ biểu thức V(ø) =/e@X(ø) ta chứng minh rằng Øy(@)= 0„(@) + nh 
Kết quả là đồ thị ø„ (@) được suy ra từ đồ thị ø, (ø), độ lệch pha của x(/) 


đối với kích thích được suy ra bằng một sự tịnh tiến + h đọc theo trục 
các độ lệch pha (H./5). 

Thành thử, ta nhận thấy vận tốc sớm về pha đối với kích thích khi @< øp 
và trễ pha khi @ > œ. 

Cũng giống như trường hợp đối với ø„(ø), thực chất của phép quay pha 
xảy ra ở lân cận œ@ = œ„, với Øy(@) =0 dù sự tắt dân như thế nào : Vận 
tốc và kích thích sẽ đồng pha khi ø = ø. Điều này giải thích trong mọi 
trường hợp đều có cộng hưởng vận tốc ở mạch số này. 


ZT°p dụng A0] 


Độ lệch pha của vận tốc đối với lực kích thích 


H.15. Sự biến thiên của Øg()) 

theo hàm số của mạch số chuẩn 
l C2 NT, 

hóa @nạ=—— đối với các tắt dần 


®o 
khác nhau. 


Trong mặt phẳng phức (/7./6), xuất phát từ ảnh 
của V, ta xây dựng ảnh của 2øV, rồi ảnh của 


Cho mï+h+kx= ƒ (1) là phương trình chuyển động của 2 

một dao tử chịu tác đụng của một lực kích thích J» _ #] Ỷ ¿| 

f(L)= lạ cos(@t+V/). Hãy tính trong chế độ cưỡng bức: hai 

a) độ lệch pha @y của vận tốc v(t) đối với lực; Ảnh của tổng thể trùng với ảnh của E. Lúc 
m 


b) công W do lực kích thích cung cấp cho dao tử đó, ta thấy rõ là độ lệch pha: 


Øy= (6, ~V) 
của v() đối với ƒ (/) có thể được xác định bởi: 


Ø§ 
r——(m:Ø:|Mm 
@ 


trong mỗi chu kì T. 
h k : 
a) Đặt 2œ=— và ®ọ " Theo kí hiệu phức, 
m m 
thì phương trình của dao tử có dạng: 
F 
x ka¿ ~?)_ + j2ze] = =, 
m 
trong đó X là biên độ phức của li độ x(). 
Biên độ phức của vận tốc là V=/øX, từ đó rút ra 
biểu thức: 
J@E = 


m 
Ÿ- Te m = 


3 ạ 2 
(@§~@)+j2ữø@ @ 
(Đø~=@)+j se.|s- 0 


.H.16. Cách dựng của Fresnel. 


_ 


b) Ta hãy thể hiện rõ ràng biểu thức về công Khi dùng biểu thức về cøs(„ , được rút ra từ 
nguyên tố ồW của lực kích thích: cách dựng của Fresnel: 


ôW=Ñdt= f„ cos(@f+V )V„ycos(0t+Ó, )d. 


_=“. ?' [cos(V — ộy) + cos(20t + +ó, )}t. 


Khi lấy tích phân trong một chu kì ;.2z „ ta được 
@ 


cos0, -n š 
Jm 


m 


biểu thức về công W có dạng: 


2 
w-Ím Vựi 2HMV„, T hạ, T, 
W= {uẺm Tcos0 : fm n 
2 lại Đó cũng là biểu thức về công của các lực ma 
vì rằng tích phân thứ hai bằng không. sát W„ trong một chu kì. 


` Để tập luyện: bài tập 2. 


6 Các sự tương tự điện - cơ 


6.I. Nêu bật vấn đề 


Ta nói rằng hai hệ vật lí tương tự nhau khi chúng thực hiện hai biểu diễn 
- vật lí của cùng một hệ các phương trình vi phân. 

Theo bản chất của các hệ đã nghiên cứu, thì người ta thường nói về các sự 

tương tự điện-cơ, điện-âm thanh, điện-nhiệt, v.v... Trong phần tiếp sau, ta 

sẽ chỉ nghiên cứu các tính tương tự điện-cơ vì tầm quan trọng thực tế của 

chúng: các sự mô phỏng, các máy tương tự, v.V.. 

Bây giờ ta so sánh phương trình chuyển động của đạo tử cơ học mô tả ở §1: 

)ỏ8 thiết de xcbritp) 
dị đr 
với phương trình vi phân của một mạch điện (, L, C) mắc nối tiếp giống 
như nó đã được thiết lập trong bài tập l: 


2 
ro: 
di? dĩ 
Ta chú ý rằng li độ x giữ cùng một vai trò như điện tích ¿, và vận tốc 


trêu =€(t). 


v.. cũng giữ một vai trò giống hệt như vai trò của cường độ dòng 
l 


điện ¡= ¬, và lực kx„(¿) thì tương đương với suất điện động e(0). 
Ngoài ra, khối lượng m tương tự như độ tự cảm /„ hệ số tắt dần Ùh tương tự 
điện trở #, và độ cứng É thì kết hợp với nghịch đảo của điện dung c 

Liên quan đến khối lượng m và độ tự cảm L, ta có thể nói thêm rằng hệ 
thức cơ bản của động lực học ƒ = mộ kết hợp với hệ thức liên kết điện 


áp và dòng điện ở các đầu ra của cuộn cảm u=LS và động năng 
f 


Øy= ! thì tương tự với năng lượng điện từ Ø⁄,= .” : 


m.)0 JNETZ.212E-N 


L 
—>'WW1— =—> n——>~ở 
ị u 


H.17. Các sự tương tự điện cơ. 


Bây giờ, để cập đến độ cứng k của lò xo và nghịch đảo của điện dung e' 
ta có thể so biểu thức của lực đàn hồi ƒ= kx với biểu thức của hiệu điện 
thế ¿= =1 ở các đâu ra của tụ điện. 

k2 


Cũng như thế, các biểu thức về thế năng của lò xo Ø7 = 2 và năng 


lượng tĩnh điện của tụ điện Ø? = ¬ đều tương tự nhau về hình thức. 


Cuối cùng, cái giảm chấn và điện trở là hai phần tử tiêu tán năng lượng. 
Hệ thức cho lực thực hiện bởi cái giảm chấn ƒ= Jw thì tương tự như định 
luật Óm „= Ri đối với điện trở. Vấn để cũng như vậy đối với các biểu 
thức về công suất tiêu tán thành nhiệt bởi cái giảm chấn #?= }wˆ và bởi 
điện trở Z*= #”. Dù có rất nhiều tương tự, nhưng tất cả đều là hình thức và 
không hề tương ứng với bất kì sự đồng dạng vật lí xác thực nào. 

Việc quan tâm đến các tính tương tự đó trở thành hiển nhiên ngay từ khi 
ta phải nghiên cứu hành vi của các hệ phức tạp gồm các bộ phận cơ, điện, 
âm, v.v... Khi sử dụng các tính tương tự đó, ta sẽ có thể biểu diễn toàn hệ 
bằng một mạng lưới điện có cách hoạt động tương đương, thuận tiện hơn 
để nghiên cứu và với các tham số dễ hiệu chỉnh hơn. Ta thấy dễ thay đổi 
giá trị của điện dung hơn là giá trị độ cứng của một lò xo và cũng dễ đo 
cường độ của một dòng điện hơn là đo vận tốc của một bộ phận cơ học, v.v... 


6.2. Bảng tổng hợp 


___ tủ eQuggg của vún síc| Điện học 


[Ea mmsrmmrrrxrrrraiuiii 
cường độ đòng điện ị 
lục  ” /  |heuđệnme 


w 
|khốiượp mè |dotrcảm Ụ 
điện trở R 
nghịch đảo của điện dung 1 

C 


6.3. Trở kháng cơ học 


Để khai thác một cách thuận tiện các tương tự điện-cơ, người ta đã tổng 
quát hoá khái niệm trở kháng điện. Như vậy, người ta đã định nghĩa được 
trở kháng cơ học, trở kháng âm thanh, nhiệt, thuỷ lực, v.v... Dưới đây, ta 
sẽ chỉ nghiên cứu các hệ cơ học có một bậc tự do và định nghĩa trở kháng 
cơ học nhờ sự tương tự với trở kháng điện. 

Ta hãy xét một hệ cơ học ở chế độ cưỡng bức mà đáp ứng với lực kích 
thích hình sin ƒ) là vận tốc v(/) của một trong các phần tử của hệ. 


Ta gọi trở kháng cơ học của hệ, là một đại lượng phức được xác định 


bởi tỉ số các biên độ phức: Zxc. Z được biểu thị bằng N.m'1s, 
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4 H18, Bảng các tương tự điện-cơ. 


Ta hãy tính trở kháng cơ học của dao tử nghiên cứu ở §1, khi coi rằng nó 
chịu tác dụng của một lực kích thích. ƒ(:) = kXA„ cos(@f+/). Muốn thế 


chỉ trở lại với phương trình viết dưới dạng phức. ằ 
Đật:F=Exmirtateóih xi phản trước với + vụ lÝy tích phu trong thột - E¬eersre=ess=nb 


(~m@?+ jh@ + k)X =F, do đó: /øx | Jam +h +Š] =E. 
Jœ 


Vì V=j/œX, nên ta được: 


h đe 


H.19a. Cách dựng trở kháng cơ 
học Z của Fresnel 


= jmœ + h + kh. S 
j@ 
Hình 19 minh họa khái niệm về trở kháng cơ học. 
Sẽ là hữu ích khi lưu ý rằng đối số của Z là độ lệch pha của kích thích ƒ) 


#2 


ISlI 


đối với v(), tức là - Ø„, và cos =— Ễ , trong đó z là môđun của Z. 


7 Nghiên cứu năng lượng 


Khi nhân phương trình chuyển động của dao tử thiết lập ở §l, 
mï+hx{+kv=kx x, với v, thì ta được : 


—v + ?}‡2 +kX A. 


Vế thứ nhất là đạo hàm thời gian của cơ năng: l 

m3. Ea H.19b. Biết Z, thì ảnh của F được 

Z„ = 2y # ph . suy ra từ ảnh của V. 
Vế thứ hai là tổng của công suất Z2;=—hv2 tiêu tán bởi các lực ma sát và 
công suất Z†‡ = ƒ' được cung cấp bởi lực kích thích ƒ=kxa„ cos(œt+W). 
Ta kí hiệu là công suất tức thời mà dao tử trao đổi với ngoại vi của nó: 
#Ø= Zj+Øy==hw?+ƒv. 
Công suất tức thời này khác không. Ta hãy xác định giá trị trung bình của nó: 
<#>=<đj >+<Ør > 


T 2 
h ẵ 
Trước tiên, ta tính < Z} >=— | hà cøs?(arxý,) =~ v rồi đặt 
0 
in =kX A„ › ta tính: 


<#Ør >= rÍ Wảt = my “4c, Ísowgeeglehas, )dr. 
0 


T T 
- {mờ Íco2 +ự+ó,)dt + Ícos2, — Vk | 
AT 
0 0 
Tích phân đầu bằng không, nên ta có: < #; >= = cosø,, trong đó 


Øø,=(ø, —) là độ lệch pha của vận tốc đối với kích thích. 
2 


Vị 


Nhưng ƒ„=Zv„; và c08g,~E - Vậy: <ứy >= 
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Cuối cùng: <#>=<Z„ >+<Z/>=0. 


Ở chế độ cưỡng bức, công suất trung bình mà dao tử trao đổi với ngoại vi 
thì bằng không. 

Công suất trung bình do lực kích thích cung cấp thì bàng công suất 
trung bình tiêu tán thành nhiệt của dao tử. 


8 Phần bổ sung? 


8.I. Dao tử phi tuyến tự duy trì 


8.I.I. Nguyên lí 
Ta hãy xét một dao tử có phương trình zš+#/(x)Ä+kx=0, với hệ số Jh(x) 
mà dấu là hàm số của li độ v. Khi nhân phương trình vi pÏân với # và kí hiệu 
H2 
Ki) 


: LcC k Ụ Ầ 
cơ nàng của dao tử là ốƒ„ = cờ „ thì ta được cân bằng công suất : 


dấu 
đĩ 


= -h(x) cš 


Thành thử, dấu của ñ(+) chỉ phối chiêu của các sự trao đổi năng lượng 
giữa dao tử và ngoại vi của nó. Trong trường hợp của chúng ta, thì dấu này 
được xác định bởi chuyển động của dao tử, đến nỗi rút cuộc là, chính dao 
tử sẽ điều khiển các chuyển dời năng lượng riêng của nó. Và ta có thể sử 
dụng tính chất này để thực hiện các dao tử tự duy trì. 
Ví dụ, giả sử ta thực hiện được một hệ sao cho: 

h(x) <0 nếu |t|<x¿ và h(x)>0 nếu |r| 3> xạ(x¿> 0). 


1Ø 
Đối với các li độ yếu, thì sàn dương và ta quan sát thấy có sự khuếch 
đi 


am , lốn, 
đại các dao động, trong khi đối với các li độ lớn, thì ` - âm và ta nhận 
đi 


thấy có sự tắt dân của chuyển động. Do đó, dao tử tiến về một chế độ 
giới hạn điều hoà và ổn định. Ta nói là chế độ tự duy trì. 

Sự có mặt của hệ số h(v) trong phương trình vi phân làm cho nó trở thành 
phi tuyến. Và chính nhờ tính phi tuyến này, mà thực hiện được sự duy trì 
dao tử. Sự thiếu vế phải trong phương trình vi phân của chuyển động 
không cho ta được phép coi dao tử bị cô lập. Sự thực hiện của (+) đòi hỏi 
phải ghép nối dao tử với ngoại vi của nó và các sự truyền năng lượng cân 
thiết để duy trì nó. 


8.1.2. Dao tử VAN DER POL 


Để nghiên cứu lí thuyết dao tử này, thì rất nhiêu dao tử có thể được coi 
như các dao tử VAN DER POL, nghĩa là các dao tử có hệ số h(x) 
parabolic (.20). 
Phương trình của một dao tử VAN DER POL có dạng: 

MỸ + A(x?- xã)# +kx =0, 


trong đó 2. và xạ là các hàng số dương. 


(*) Mặc dù việc nghiên cứu phần 
này không được rõ ràng trong 
chương trình, nhưng ta vần nghiên 
cứu các dao tử khác (tuyến tính hay| 
không) mà chuyển động bị cưỡng 
lbức hay được duy trì (một trong các| 


dao tử đó dã dược học ở các năm 
cuối cấp): các phương pháp nghiên 
cứu đều cổ điển vì các tình hưống| 
này đều là khởi thuỷ của nhiều bài 
tập hay bài toán trong các kì thi 
tuyển. 


‡h(x) 


h— 


HÀ) O *o 


Âx¿? 


H.20. Các dao tử Van der Pol là 


các dao tử có hệ số h(x) parabolic. 


nu j1 < xo, thì dạo tử ở trong một pha khuếch đại và khi |x| > xọ, thì đao 
tử ở trong pha tắt dần. Trong chế độ ồn định, thì có sự bù trừ giữa hai pha 
đó, nghĩa là cơ năng của dao tử là không đổi lấy trung bình trong mỗi chu kì. 
Nhân phương trình vi phân trước với šđ và lấy tích phân trong một 
chu kì, ta có: 


T T k T 
[4Í xỉ 2 + [4$ = - Ä jt ~x2 )xdt. 
g» hy) 0 


Ở chế độ ổn định, x(7)= x(0) và (T7) = (0), nên vế thứ nhất bằng 
không. Vế thứ hai cũng như vậy. 

Ta hãy giả thiết có một chuyển động tựa hình sin x(/) = x„cøs(øf) và ta 
cần đánh giá biên độ x„ của các dao động. Biên độ này phải sao cho tích 
phân của về thứ hai phải triệt tiêu: 


L T 
Í- = vợ )3? dt = xj~@? Í; cos? (@f)—Xệ lu# (øf)dt 
0 ô 
y2 T7 T 
=v2@? “at [sin2(22x)dr=ag in ?(erlar 
0 0 Jự 
x2 v2 
= x2ø2| —tPT~ “9T |=0, 
§ ệ 
Do đó: Xu = 2Xụ, 


H.21. Ảnh hưởng của các điều kiện ban đâu lên các độ biến thiên của x(t) đối với một dao tử Van đder Pol: 
a.-X(0)<xg và v(0) = 0. b. x(0) > xạ và v(0),= 0. 
Hình 21 (phép giải bằng số phương trình vi phân) cho ta các độ biến thiên 
của x) đối với hai tập hợp các điều kiện ban đầu khác nhau. Ta thấy rõ 
biên độ +„„ của các dao động tiến về 2xọ. 
8.2. Cộng hưởng tham số Š13. ty 
8.2.1. Mở đầu 
Ta hãy xét một con lắc đơn (//.22) có chiều dài thay đổi /(f), được thực 
hiện nhờ một sợi dây không dãn ÄM⁄ÓA trượt theo rãnh qua một vòng 
khuyên đặt tại Ø và đầu mút A của dây được kích động một chuyển động 
hình sin biên độ nhỏ: 
(+)=lạ[+ecosz (£ << ]). 


Như vậy ta tác động tuân hoàn lên một trong các đặc trưng của con lắc đã 
biết chiều dài của nó. 
Gọi Fạ là mô men động của con lắc ở 0: 

Fạ= lẽ, Amljz,+Iö#,]= mÌ2ổẽ, , 
và. Ấ& là mômen ở 2 của các lực tác dụng vào: 

-$ =l#„^ ¡+7 | = -mglsin8ẽ,. 
Ta áp dụng vào Ó định lí mômen động: 

dĩa" > ¡3.128 H 
_ 4, do đó m|2ljỏ+ 128}, =-mglsin 9, . 
đ 

Nếu giới hạn trong các dao động biên độ nhỏ (lúc đó ta coi sinØ như Ø) và 
chiếu trên £;, ta có: 


ö+ Š@= sô. 
Biểu thị rõ ràng / trong phương trình trên, ta có: 
—lq£YSiHW „ 


ổ+ Š 9=~ : 
lọ [I+ecosz] lọ [I+ecosz] 
Đặt @ “lệ: và giới hạn ở các số hạng cấp hai, thì ta được : 
0 


Ô+ø¿Ø = c|øÄcos(z) Ø9 + 2ysin(#) ô| 


Từ đó, khi nhân với Ø, là thừa số tích phân của vế thứ nhất, thì dạng cuối 
cùng của phương trình chuyển động là: 


12 D 
P. li ° =£ [øicerz) 6ô +2y sin(„) ö? ] 


Ta sẽ chứng minh rằng có khả năng, dưới một số điều kiện nào đó cần 
định rõ, làm tăng năng lượng #ƒ của con lắc và gây ra một hiện tượng 
tương tự hiện tượng cộng hưởng, gọi là cộng hưởng tham số. 

8.2.2. Các điều kiện của một cộng hưởng tham số 

Chiều dài / của lắc vẫn luôn luôn ở lân cận fo << 1), và ta phải tìm một 
nghiệm gần đúng của phương trình vi phân trước dưới dạng: 

6(t)=A(t)cos(@gt+Ø). 
Vì sự kích thích có biên độ nhỏ, nên ta phải giả thiết có một sự biến thiên 
chậm của biên độ A() của các dao động. Ta nêu rõ điểm này: Sự biến 
thiên của A() trong một chu kì Toyếfz là nhỏ so với giá trị của AŒ), và rõ 
®g 


ràng là |Á[f' << A, từ đó 


Ả| <<<9 A, 

2z 
Trong các điều kiện trên ta có: 
Ö(1)=Ả(1) cos(@ạt+0) — go A(t) sin(@gf+@)— @gA(t)sin(@gf+@) 
và Ø8? +ø@Ô ~ ø¿A”. 
Lúc đó, phương trình chuyển động có dạng: 

2 2 
“an = eø2A?[E @g Co5() cos(@0gtf+@) sin(@gt+@) 
đi 


+ 27 sin(#) sin? (@gt + Ø)}- 


H.22. Dao tử tham số. Chuyển 
động dao động của điểm A làm 
thay đổi tuần hoàn chiêu dài l(¡) 
của con lắc. 


Chuyển động tựa hình sin, nên cơ năng Ấƒ(/) của con lắc tỉ lệ với bình 
phương của biên độ các dao động A?: 
I,dớjy 1:44? t 
————= = £|—@g cos(†)sim(2@g +2 
LÊN đĩ A1. di k ké dtếp 


+27 sin (#) [I — cøs (2@gt + 2ø) 
Ta biến đổi vế thứ hai: 


f= `. b | .lz SiH(#f) — (# + ?] sin|(20g +7)L+ 2ø]. 
2M € 


-|#$ _ z]»n [(2øạ ~7)'+ si 


Muốn biết sự tiến triển (rung bình của Ấƒ(). ta thay thế vế thứ hai bằng 
giá trị trungabình của nó. 
§ Trường hợp thứ nhất : 7# 2ø. 
Giá trị trung bình của các số hạng hình sin của /(/) bằng không: 

dấu 

dĩ 

Tính trung bình, thì cơ năng của con lác là không đổi và không có một năng 
lượng nào được truyền cho con lắc bằng cách điều biến chiều dài của nó. 
Trường hợp thứ hai : y = 2ø. 
Bây giờ trong biểu thức của //) có một số hạng không đổi và ta có: 


=9, do đó ấƒ; (0) = Øẩy (0). 


2 
lấ,, 3 —~£0@u sin(2Ø)t 
vÉkosỂM, = —£@gsin(20), từ đó Øƒr(t) = đấy (0)e3 BI 
ấu dù 4 


Nếu si(2ø) > 0, nghĩa là nếu 0 < ø < m thì lúc đó năng lượng của 


con lắc tăng theo hàm mũ với thời gian (//.23). 
Đây là hiện tượng cộng hưởng tham số, nó cho phép khuếch đại các dao 
động có tần số bàng một nửa (đưới điều hòa) tân số kích thích. 
Tuy nhiên, trái ngược với cộng hưởng không tham số, điều cần thiết là 
con lắc lúc đầu không được ở trạng thái nghỉ và cân bằng: ##;(0) # 0. 
Một sự thực hiện gây ấn tượng mạnh của loại dao tử tham số là chiếc 
Botafumeiro của nhà thờ Saint - Jacques de Compostelle; một bình xông 
hương khổng lồ, cỡ năm mươi kilogam, móc vào một sợi dây dài khoảng 
hai chục mét. Khi sử dụng bình, thì ta sẽ thu được chuyển động dao động 
bằng cách làm thay đổi chiều dài của nó nhờ một hệ thống các ròng rọc, ở 
tần số gấp đôi tần số của các dao động của bình. 
Khi một em bé đánh đu, thì em bé đã khai thác loại cộng hưởng bằng trực 
giác. Bằng cách đứng dậy và ngồi xổm hai lần trong mỗi dao động của đu, 
thì em bé đã làm thay đổi, với một tân số gấp đôi tân số của đu, chiều dài 
l(¡) giữa trọng tâm của nó và trục quay. 
8.3. Hệ thống con thả (con ngựa đồng hồ) sự duy trì 
con lắc đồng hồ 
Sự duy trì chuyển động của một con lắc đồng hồ (được coi như một con 
lắc đơn mà vị trí được xác định bởi góc Ø) được đảm bảo bằng một “'con 
thả”, nó truyền cho con lắc trong mỗi chu kì (hay nửa chu kì) năng lượng 
cân thiết để bù trừ năng lượng tiêu tán do ma sát. Con “thả” này giải 
phóng lò xo (hay mọi bộ tích năng lượng khác) bao giờ cũng theo cùng 
một góc 6ù như nhau trong một chu kì vận động. 


„N0 


0 
xí 
-2 
.3 
-44 

H.23. KJ¿ y = 26, thì dao tứ bắt 
đâu cộng hưởng tham số. Đồ thị 
thụ được với 
&= 0,];@a=0.S;y =l 
A(0)=0,I và w(0)=0,1. 


8.3.I. Con lắc không được duy trì bằng con ngựa 
Cho một con lắc vạch một chuyển động tuần hoàn với chu kì 7, ví dụ bằng 
một giây. Khi không được cung cấp năng lượng bên ngoài, thì thực tế con 
lắc này sẽ thực hiện các dao động hình sin tắt dần với chu kì 7 và giảm 
2 
lượng lôga ổ. Lúc đó ta có 7 = Tg+|1~ cải trong đó Tạ biểu diễn 
2m 


chu kì dao động nếu như con lắc không có ma sát. 
Thành thử, nếu = 0,05; 7 =7 hơn kém ` 
31.600 


„ nghĩa là sai nhau 


86.400 


31.600 

ma sát. Như vậy là rất nhỏ. Nhưng vì con lắc này không được duy trì nên 
cuối cùng nó dừng lại. Vậy cần phải duy trì con lắc ! 

8.3.2. Con lắc được duy trì bằng con ngựa (1124) 

Ta hãy nghiên cứu ảnh hưởng của đọ lên sự vận hành của đồng hồ. Ta xét 
kỹ hình 24: con lắc vạch một dao động ABðCD tắt dân với chu kì 7 và 
giảm lượng lôga ổ; một cách tuần hoàn (với chu kì 7), nó nhận được một 
xung truyền cho nó một bước nhảy vận tốc „¿ - zọ, mỗi khi nó đi qua Ø= đụ. 


~2/7s mỗi ngày đồng hồ vận hành so với con lắc lí tưởng không 


H.25. Hệ thống có con ngựa. 


Chu kì vận động của con lắc như vậy sẽ bằng 7” chứ không phải bằng 7; 
nếu 7" >7, đồng hồ chạy chậm, nếu không đồng hồ chạy nhanh. 

Ta hãy nghiên cứu khoảng cách 7” - T theo hàm số của đụ. Biết rằng Ø = đụ 
lúc ?= 0, và sau một giả - chu kì 7, thì Ø= 6geŠ ; từ đó: 


6g —6,=Øạ(1-eŠ ) = 6gỗ.. 


Góc này được chạy qua với vận tốc „ ở gần giá trị = „ với a là biên độ 


của dao động Ø = asin ( = ”] 


ằ 9 ¬- 
Khoảng cách z=7“—7' lúc đó bằng: 7 = 72 : . Thành thử, với ổ= 0,05 
4.27 
Ớo 1 $ củ ® l 4 “ 
và ——z= ——, ta tìm thấy — = ———, tương ứng với một sự chậm 34s 
a 20 T 2500 


mỗi ngày (trường hợp của hình 25, trong đó đụ > 0), và điều này là tương 
đối quan trọng. 

Như vậy mục đích là càng gần điều kiện đụ = 0 càng tốt. Hơn nữa, lợi ích 
của việc có một con thả lúc đi qua vị trí cân bằng (+ = 0) là để tránh các 
biến đổi do sự thay đổi của biên độ ø của các dao động. 


cái chạc 


H.24. Nguyên lí của dao tử có con 
“thể”. Trọng lượng có khuynh 
hướng làm quay bánh xe R và theo 
sau là các khớp răng điêu khiển 
các kim chỉ. Con ngựa A của thiết 
bị thả chỉ cho pháp quay bằng 
những “bước nhảy” liên tiếp bằng 
nhau, chẹn từng răng của R lúc ở 
K, lúc ở K' bởi các dao động mà 
con lắc B của đông hô truyền cho 
nó nhờ cái chạc ƒ. Cứ mỗi lần nhả, 
thì một răng được giải phóng sẽ 
truyền cho con ngựa một xung nhẹ 
mà chạc ƒ truyền cho. 


ĐIỀU CẦN GHI NHỚ 
M Phương trình vi phân của một dao tử điều hoà chịu tác dụng của một kích thích 
có dạng: 
#+2a‡+øx = £x„ (0), 
h Ầ Š ⁄ Ÿ 
trong đó 2z =— và øạ -Š lân lượt là hệ số ma sát và xung động riêng của dao tử. 
m m" 


Đáp ứng của nó về li độ x() = xạ() + x;(2) là tổng của: 

s - x;(/) là nghiệm tổng quát của phương trình vi phân thuần nhất; 

se x;(0) là nghiệm riêng của phương trình vi phân với vế phải. 

Khi dao tử tắt dân, thì chế độ tự do của đao tử, được mô tả bởi xạ(/), sẽ biến mất theo thời 
gian. Tiếp theo, chỉ còn tôn tại chế độ cưỡng bức, được mô tả bởi x;(/). Ta gọi chế độ quá độ 
là chế độ được biểu diễn bởi x(/), chừng nào mà xạ(2) không thể bỏ qua so với x¡(/). 

M Khi có nhiều kích thích tác động đồng thời lên một dao tử (uyến (ính, thì đáp ứng của 
đao tứ sẽ là tổng của các đáp ứng đối với từng kích thích xét riêng rẽ nhau. 

8 Có một dao tử chịu tác dụng của kích thích x„(0): 

Dao tử này thực hiện một sự lọc thông - thấp nếu ta quan tâm tới đáp ứng “li độ x(/)” ; và sẽ 
®g I 

—= hay Q>—=. 

⁄2 ⁄2 


Dao tử này thực hiện một sự lọc thông - dải, nếu ta quan tâm tới đáp ứng ''vận tốc +(?) ”;a 


có cộng hưởng li độ nếu øz<: 


sẽ quan sát thấy một cộng hưởng vận tốc, trong mọi trường hợp khi øœ = øụ. 

Trong trường hợp có sự lọc thông - dải, thì dải đi qua Aƒ (hay Aø) ở 3 đB của dao tử là 

đải tân số (hay dải xung động) mà trong đó, biên độ của vận tốc thoả măn bất đẳng thức 
V, 

V(ø) >—E 


⁄2 


phục d r= 
\ 


„ {V, kí hiệu biên độ của vận tốc lúc cộng hưởng). Dải đi qua Aø và thời gian hồi 
Pn của năng lượng được liên kết với nhau theo hệ thức: 
®ụ 

Aø 1 3 » , ... 
Aø.r = [| —— = — |, công hưởng xảy ra ở giữa đải đi qua. 

ø@ạ =0 
Hoạt động của các dao tử cơ và điện làm xuất hiện các tương tự như sau: 
lực / =—> điện áp u ly độ x —> điện tích 4 
vận tốc w —> cường độ dòng điện: khối lượng —> độ tự cảm L 
hệ số ma sát -> điện trở độ cứng k —> nghịch đảo của điện dung 1/C. 
Trở kháng cơ học Z = Ÿ tương tự với trở kháng điện Z = ' : 
Một dao tử tự duy trì bao giờ cũng là một dao tử phi tuyến. Dao tử thuộc loại VAN DER POL, 
thì phương trình chuyển động của nó có dạng: 
mà + Ä(x?~ xã )# +kx=0, 


trong đó ^ và xụ là các hàng số dương. Ở chế độ ổn định, biên độ các dao động trong trường 
hợp này thì bàng X = 2xụ. 


; mm lát: St te Z2 Dâi truyề ền qua của đáp ứn về vận tốc. 
đi: òi lộp „ 'yêu St) 


ng Mất gHỦ SRUẾ với HHẾA ñag ve ;Hệ được „nghiên , cứu là dao tử cơ học trên hình 1 của. 
- “bài ¡ giảng mà phương trình chuyển động có đạng: 
Ápr DUNG TRỰC Tiếp BÀGẢNG  ,,.. .„ SQ s)yyt LỬ + 20% + ðẬx = ðÂx¿(0)- 


Ta cho Đ dụng -lên hệ một kích thích hình sin. 
-_'Ta nhắc lại hàm số bậc thang; là hàm (0 (H.2) được :¡ ¿XA (Exư„ ,©05(a) Và quan tàm đến đáp ứng về vận. 


0, nếu r < 0 , tốc của hệ. Ta gọi, dải truyền qua (ở 3 đB) là dải tần. | 
xác định bởi: w(r).= P nếu 2> 0 toua cau4f (f2 sfn }mà trong đó, biên độ mạn ¡ tốc V(ø) thỏa - 


¿ mãn bất đẳng thức V(œ@)> so trong đó là biên độ ' 


ph + ¿r của vận tốc lúc cộng b2 Hãy tính 4: MụZ® 8 


MÌMC có đới gi) 3í 


Z Đáp ứng cưỡng bức của "một 


R,L, œ đối. với một suất điện' 
ĐỊNH: sin giã 


: bức 40) của một mạch ' N“ư. 
-ŒL,C) 'mắc “nối -tiếp` ,*4 ® 
chịu tác dụng của một S4 I0 
suất điện động hình sín. ị 
e() = Esind/.Ô Út 0à HD nàa nnh 


Mặt khác} biên độ của vận tốc lúc 'cộng 'hưởng đã được thiết 
¡ ¡ ÉP ở£82, là ; 


. si tì Hư Đo Vụ W2 (19 ý E14 +) 
Tơ : lới hạn của dải truyền qua, ta phải có: 
® Lời giải Kới # truyền qua, ta phải 


tự 


Phương trình của Tạch điện là cổ điển và dễ đàng thiết lập tt 9 (0) ta 6¡*2 0Ÿ cô?) 
xuất phát từ các hệ thức: Ta eraee—=eeee——— 


„ái sítố Tj gi SH tiêu NHI, o0 Ï vấp nrjtoˆ cœ 202 +4z?¿ + 


: ị 
8E iu zh s(1)= -hnp VI theo, YIÁ pH Tình hoạ¿ bình phương lên: „ Ò) G0 VHOỮN g0 về 


th 2đ ¿ SB ng HE tiaệ *- ø2)8 cáo}2h 
t2 nmanl sa 2t đổ; Độ ~ e2, = ‡240 ï 1 La^¡+1(2g0@~e@0=0: (bà) Í 
Đó là một tập hợp của hai phương trình. tức hai về œ, mà bốn. „ 


an‡t ni 1vđ máng Tất sa 
n3 vÌ 
với = ——. và q = Cu 


lên ĐAÁ0 ĐẠT L9 GIÁ TH 


` từ đó; - ì 


„nghiệm thực là: 
+1 3â TY t 


: 1 Dịnh 
@ C1” EM +ø : ; 


! À : ì Nếu chỉ giữ lại các 2 hinh MW/S2 R ị 


¬": : tiÊ ị 

Zcc tha 4 =r € \Ƒ- J | 
=— = tiện, sỉ H BỤ # ` 1£ 

với 2œ và ø@ạ "- , lụa: tôi _ Ị 2 ệ Ắ | 


_ Ta. E (›.#Ì¿ 
33264 + GỆ4 ST Sing) = T- cai @IT= „ 


linh D 


L ÝrC 


Để xác định đáp ứng q (1) = Óg to§ tài +j, của “mà J 
chế độ cưỡng bức, ta chuyển sang táẻ biền. độ, phúc:  : 
21 đoa © 


Ta nghỉ nhớ" hệ thức rất "tổng Xứ 
quát gia dải truyền, q4, HH 


Mi Sĩ gián phục hãi năm) 
03 ĐE ngà 
. `4, 


HT... 
Đải truyền 4ua của một dao tử 
nỗ ôi càng hẹp, nếu thời gian phục, ¿! 02 


F Số 200 2/9 2 d0 0) _| 0ø |, „ l "ôi năng lượng càng dài nghĩa, ¬ 
và pha Ô ở gốc thời gian: tan  = 3uố ; với cos Ô < 0. : là dao tử tắt dâã cảng ám." xe ng ý 


_ 
ị 
: 
| 


gà 1 NHÓNỔ LH ty E2 ng 
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- đ Một định lí 

- Người ta cho trước một hệ được mô tả bởi một 
_ phương trình tuyến tính có hệ số không đổi. 

Nếu r() là đáp ứng của hệ đối với kích thích e() thì 
lúc đó ?() là đáp ứng của hệ đối với kích thích é(r). 
Chứng minh định lí này. 

e Lời giải 

Chỉ cần trở lại định nghĩa của đạo hàm là đủ. 


Ta cũng có thể kiểm nghiệm rằng đạo hàm của đáp ứng cho 

__ một nấc vị trí là đáp ứng cho một nấc vận tốc. 

_# Các đáp ứng của một dao tử điều 
hòa tắt dần 

__ Ta hãy xét một dao tử điều hòa tắt dần yếu có phương 


ƒU) 
m" 


trình Ä+2œï+@8 x= ở cân bằng và nằm yên ở 


gốc Ó của hệ quy chiếu. Lúc £ = 0, ta áp dụng cho dao 
tử một cấp lực ƒ () = F., (/). Hãy xác định đáp ứng của 
_ nó về li độ x (/) và đáp ứng của nó về vận tốc š(/). 


® Lời giải 


Ta đặt @= | —œ?. đối với r > 0 thì ta có: 


x()= Ki 1— e~ #Í| coy @t + Š sin øt 
mui ® 


và +(t) = 


CC 
SIn@t. 
@) 


9 Dao động cưỡng bức của một ô tô 
chạy trên một con đường nhấp nhô 


Một xe ô tô được mô hình hóa rút gọn thành một khối 
lượng m đặt tại M4 và nằm yên trên một bánh xe có 
tâm Ó, qua trung gian của một lò xo độ cứng &, được 
ghép song song với một cái giảm chấn hệ số ma sát ñ. 
Trong mọi tình huống, trục @A⁄ vẫn thẳng đứng, hãy 
xem xét động thái của ô tô, khi xe chạy với vận tốc v 
trên con đường mà mặt cắt nghiêng cho thấy tâm Ø 


của bánh xe có một li độ zạ(/) = a cos (z3) đối với 


vị trí cân bằng của nó. Người ta xác định tọa độ của 
chuyển động của khối lượng bằng li độ z) của nó 
đối với vị trí cân bằng của nó khi ô tô nằm yên. Ta 
nhớ lại rằng một cái giảm chấn đặt giữa Ó và M sẽ 
tác dụng lên M một lực ma sát nhớt tỉ lệ với vận 
tốc tương đối của ẤM đối với A: ƒ„ =- h(2„~o). 


— đangngh È, đang chuyển độïig--_— 


1.Thiết lập phương trình vi phân theo z (7) của chuyển động 
của khối lượng, khi ô tô chạy với vận tốc không đổi v. 


2. Xác định biên độ của chuyển động dao động thẳng 
đứng của ô tô trong chế độ ổn định. 


Xe phải chạy với vận tốc thích hợp nào để biên độ này 
nhỏ nhất có thể được ? 


e Lời giải 
TU \ \ 2m 
1. m+h¿+kz=kacos(@t) —ha@ sin(@t) nếu đặt ki cP 


2. Ở chế độ cưỡng bức, chuyển động của xe có một biên độ: 


k+ (ho) 
2m(@0)* 8 ——— 
(k=me“ )“ +( ha) 


Vẽ đồ thị z„ (@) và chú ý rằng z„ (0) = a, z„ (%) = 0 và tồn tại 
một mạch số cộng hưởng œ,. Muốn cho @>@, là xung động 
cộng hưởng thì xe phải chạy nhanh. 


VẬN DUNG VỐN KIẾN THỨC 


Ố *Các đáp ứng của một dao tử ở 
những kiểu dịch chuyển khác nhau 


Một khối lượng m được treo ở đầu mút M của một lò 
xo thẳng đứng có độ cứng k và chiều dài không tải /ạ.. 
Đầu mút kia đặt tại A. Hệ thống ở cân bằng và nằm 
yên sau đó, người ta khiến đầu mút A phải có dịch 
chuyển thẳng đứng z„ () xuất phát từ vị trí cân bằng 
của nó. Ta bỏ qua mọi lực ma sát. 

1. Vị trí của M được xác định bởi li độ z(z) của nó kể 
từ vị trí cân bằng. Thiết lập phương trình vi phân của 


chuyển động của nó bằng cách đặt øp= bÁÀ : 
m 


2. Nghiên cứu đáp ứng về li độ z () của dao tử trong 
các trường hợp sau: 
a) bước chuyển dời : zạ () = au () với a >0 


b) đoạn đường dốc chuyển đời: za(f)=~ /w/), với f >0 
t 
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€) 


0, nếu <0 

a sẽ 
ZA(†)=$—t. nếu (<t<r 

+ 

4, HẾU T<f 


Người ta cho r tiến về không hãy tìm lại đáp ứng của 
dao tử đối với bước chuyển dời z„ (/) = đw (0) . 


® Lời giải 
1) F(t)+ 8 z (1) = Ø8 zA (r) 
2)4) z(†)= a[L1~cos(@p t)] 


b) z(t)=—“—(@yt~sin@yr) 
®g# 


©) Muốn 0 < t < r thì z(t) = =#- bi. _gá/ái 9] 
@ạT 
Muốn t > T, thì ta áp dụng định lí chồng chất (xem §4). 


s” a a h 
Biết rằng au (t -T ) = —tu(t)— —(† —f)M(t =1) nên , muốn 
+ tủ 
t>r7, thì. 


Z(†)= mm g†2dntng)|= mướn =gỉin %®ọ tt) 


nghĩa là: z(t) = Ạị + 


@af 


0 
Khi t tiến tới (0, thì biểu thức của z (t) đối với 0 St < + được 


sử(@g(t†~£)) —sin sẽ) 


đ@ọ£ 
tăng lên 


và z (t) tiến tới 0. Ngược lại biểu thức của z (t) 


0 
với r < † được biểu diễn dưới dạng vô định áị + s] Người 
0 
ta khử dạng vô định bằng cách tiến hành một sự khai triển hữu 
hạn ở lân cận r= 0: 
sim(@g(†=+)) = Sin(@Q†) TØọf €Ø8(@gf) ` 
nhờ đó ta được: z(t) = a lI~eos(@of) 


7 *Các đáp ứng của một dao tử đối với 
các loại lực khác nhau 


Một dao tử gồm một lò xo độ cứng k mà một đầu mút 
được cố định tại Ó, còn đầu mút kia được gắn với một 
khối lượng trượt không ma sát trên một trục nằm 
ngang. Ở thời điểm ban đầu, khối lượng ở cân bằng 
và nằm yên, người ta tác dụng vào nó một lực ƒ (). 

1. Người ta xác định vị trí của khối lượng bằng l¡ độ 
xŒ) của nó. Hãy thiết lập phương trình vi phân của 
chuyển động của nó bằng cách đặt. 


lễ 
®ọ =4|— 
„ 


2. Hãy biểu thị rõ ràng đáp ứng về li độ của dao tử 
trong các trường hợp sau: 


a) ƒ() = Fu (¿) (cấp lực) 
b)ƒ(f) = F[u() - w (t- z)] (xung chọn của lực); 


©) ƒ() = A tw (t) (độ dốc của lực). Tìm thứ nguyên 
của A ? 


đ)ƒ(Œ) =ï ô(¿) (xung). Tìm thứ nguyên của / ? 

« Lời giải 

U Ä+@ da ƒ tt). Dao nử không tắt dân, chế độ tự do không 
m 

biến mất. 


2.4) x(t) = “loa, 


b) x()= #⁄j}⁄J4| - j) 


€)A biểu thị bằng N.v!. x(t) = TU 
kø, 
d) l biểu thị bằng N.s đây là một xung. Ta hãy xét một xung 


1 

chọn độ rộng z và đặt F = — trong đáp ứng của dao tử đối với 
1 

một xung chọn của lực. Cho r tiến tới 0, ta được: 


A(†) = 


Sin(@Q1) 


mœo 


ế *Xác định năng lượng của dải truyền 
qua của một dao tử 


Cho mã(†) + hš(f) + kv(t) =f„„cos(e@f ) là phương trình 
của một dao tử tất dần chịu tác dụng của một lực 
hình sin. 


1) Chứng minh rằng công suất trung bình do lực kích 
thích cung cấp là: 


2 
<Z/ >= cos? Øy 


Trong đó ø, là độ lệch pha của vận tốc đối với lực. 

2) Ta gọi dải truyền qua Aƒ (hay Aø) của dao tử, là 

dải tân số (hay mạch số) mà ở trong dải đó 
<#/> 


>1 =xnanf= sà Hãy tính Aƒ (hay Aø). 
<#? max 


® Lời giải 


1) Ở chế độ cưỡng bức hình sin giá trị cực đại của 
v có thể được biểu diễn theo hàm số của ƒ„ và @, 


m 
qua Vụ = Ty, °950y 


Công suất tức thời là: 
: = , Vụ COS@f. C08 (@f + Ø,) = 
1 
2ÍmỲm kzxzz +Øy)+c2sØ,, | ỉ 
Giá trị trung bình của cos (2@t + @,) bằng không, do đó: 


4 1 1 
< #> = ) nội C0SØ,, = 3 đhuyo %y 


h 1 
2) Ao=—=2ø = — =9) với r và Q_ lần lượt là thời gian 
T 


m 
hồi phục năng lượng và hệ số phẩm chất của dao tử. 


9 **Kích thích hình sin trong thời gian 
có hạn 
Một dao tử điều hòa không tắt dân chịu tác dụng của 
một kích thích ft) xác định bởi: 
, 2z 
P Sinogt, nếu <St<T =—— 
Jin neo ®ọ 


0, nếu T < t 


0 


xác định đáp ứng x() của nó bằng cách sử dụng 
nguyên lí chồng chất. 


Phương trình của dao tử là : 3+ ƒ(t), hãy 
m 


e Lời giải 

Kích thích f(t) được phân tích là sự chông chất của: 

! (1)=f„ si(@qt).4(f) và của f(t) = - fạ sỉn ao (t - T). w (t - T). 
Áp dụng 3 cho ta thấy rằng đáp ứng đối với kích thích ƒ\(\) là: 


m 


XỊ (†)= (Sinagt~@o, t.coS @gt).(t) 


2møœÿ 
Từ đó ta suy ra đáp ứng đối với kích thích f;(U với chú ý 
Sine@, (t - T) = sin œgt: 

fm 


2 
mứ§ 


X;(f)= 


Đo đó: x(t) = x,(f) + x; (t). 
Đặc biệt, sau khi kích thích mất đi ta có: 


Z0 **Dao tử tham số cơ học 
1) Thiết lập phương trình chuyển động của con lắc 
đơn gồm một khối lượng r đặt ở đầu mút một thanh có 
khối lượng không đáng kể và chiều dài / mà đầu mút còn 
lại A dao động thẳng đứng chung quanh gốc Ó : 

ÓÄ= hcosyt ẻ, 


[uew -T)- ®g(†— T).cos ®g(† ~ T)¿ =T). 


2) Con lắc dao động 
với một biên độ nhỏ 
bằng cách nhắc lại 
lập luận đã được 
đưa ra trong phần 
“mở đâu về cộng k 

hưởng tham số”. 

Hãy xác định điều 

kiện của y để ta có 

thể quan sát được ằ 
một cộng hưởng biên 

độ của con lắc (cộng Mộ 
hưởng tham số). 


® Lời giải 
1) Ta áp dụng nguyên lí cơ bản của động lực học vào M trong 
hệ quy chiếu phòng thí nghiệm, giả thiết là hệ Galilée; 


Biết rằng OM=OA+AM=hcosytẻ, +lz„ : 
m(—hy? cos tẻ, + lổôg — lÖ2ẻ, ) = Ï + m§ 


sau đó, ta chiếu lên ¿ø 


b) 2 hy? : h “%2 
+ ® Le siaØ = 0 với. ø§= 


~l% 


2) Ở biên độ nhỏ, ta có: 
. 2 
ổ+ `. cr» =0. 
§ 


Để có cộng hưởng tham số nhất thiết phải có y = 20g. 


Z ƒ **Màu sắc của bầu trời 


Để mô tả các tương tác giữa một sóng sáng đặc trưng 
bởi vectơ điện trường E(t)=Eo cosœ@f và các 
êlectron ở lớp vỏ ngoài của một nguyên tử, ta.sử dụng 
giả thuyết về êlectron liên kết đàn hồi của J.J 
THOMSON. 

1) Thiết lập phương trình chuyển động của một 
êlectron như thế khi nó bị kích thích bởi Ê(r) và thừa 
nhận rằng nó bị kéo về tâm Ó của nguyên tử bởi 
lực ƒ=-kOM và bị hãm lại bởi một lực tỉ lệ với vận 
tốc ƒ,=-lw ẳ 

Ta kí hiệu ¿ và ? lần lượt là điện tích và khối lượng 
của êlectron và đặt: 


h : |t 
2z=— và  @og=4|— 
m m 
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2) Chứng minh rằng, ở chế độ ổn định, êlectron dao 
động song song với Rạt) ta kí hiệu x là li độ của 
êlectron. 

3) Nếu ta coi đáp ứng của nguyên tử đối với kích 
thích là gia tốc a, của êlectron của nó, thì bạn hãy tìm 
biểu thức của gia tốc phức. 

4) Nguyên tử này được chiếu sáng bằng ánh sáng 
trắng gồm các sóng sáng với các mạch số nằm trong 
khoảng giữa ø¡ (đỏ) và ø; (tím) . Biết rằng œ¡ và œ¿, 
cả hai đều nhỏ hơn øg ; chứng tỏ rằng trong các điều 
kiện này, biên độ a, của gia tốc tỉ lệ với ø. 

5) Biết rằng một êlectron được gia tốc sẽ bức xạ một 
công suất Ø#tỉ lệ với bình phương gia tốc của nó, hãy 


giải thích tại sao màu sắc bầu trời lại xanh lam. 


e Lời giải 
2 Ƒ b 
TT 42øŸ, xung CẼ 
dr? ải m 
2) Cho (0; ế„, sy, ẻ; ) là một hệ tọa độ mà vetơ đơn vị ẻ; 


là cùng đường thẳng và cùng chiêu với Eo 
Phương trình trên chiếu xuống k“ và ; dẫn tới hai 


phương trình của các dao tử tắt dân không duy trì, trái với khi 
chiếu lên ey ta được một phương trình của dao tử duy trì. 


3) Biên độ phức của li độ của êlectron là: 
q 


Xb)-——#——z, 
@~ @2+j2a@ 
Với Ey, là biên độ phức của thành phân Ey (t) của sóng 
sáng. Do đó ta có biểu thức của gia tốc phức của êlectron: 
4v, (9) = Ø2 X(@) 


2 


Từ đó day (@)= T5 Eạ; 
m taậ~ ø22+(2zoÊ 


au„(0)0=0 và lớm a„ = ¬rÉo 


@—>œ ` H1 

Ea? 
4)ay (0) = TS 
m m @ 

2 t? 

5)# x d Sa | —ca2!. Tỉ số các bước sóng của ánh 
k m wọ 
3% _ @\ 0,45 


—-= —— * 064. Tỉ số các 
®; 0/7 
2 
ệ ca. 22 | : 
cường độ khuếch tán sẽ là: —“ = |——|_ x 6: ánh sáng 
Z\ 0,64 


xanh lam khuếch tán khoảng sáu lân mạnh hơn ánh sáng đỏ. 
Chính vì lí do đó mà màu sắc bầu trời là màu xanh la. 


MẶT PHẲNG PHR 


` 
Mở đầu 
Muốn giải thích bằng hình học động thái của các hệ cơ 
học có n bậc tự do, người ta sử dụng, trong vật lí thống 
kê, một không gian 2n chiêu, gọi là không gian pha. 
Trạng thái của hệ được biểu diễn bởi một điển pha, mà 
n toạ độ đầu tiên là các toạ độ về vị trí và n toạ độ tiếp 
theo là các thành phần động lượng. 
Khi thời gian trôi qua, thì mỗi. điểm pha vạch trong 
không gian pha một quỹ đạo gọi là quỹ đạo pha. Bằng 
cách này, người ta có một phương pháp mô tả trạng 
thái của hệ ở một thời điển cho trước và sự vận động 
của hệ theo thời gian. 
Mặt phẳng pha là giới hạn của không gian pha cho một 
bậc tự do. H.POINCARÉ, (1854 - 1912) đã sử dụng nó 
như một công cụ thuận tiện để giải nhiều bài toán vật lí 
tuyến tính và nhất là phi tuyến. 
Khi xem xét kĩ một số tính chất của các quỹ đạo pha, 
thì trong ta nảy ra khái niệm về thuyết quyết định cơ 
học. LAPLACE (1749 - 1827) đã rút ra từ thuyết đó vào 
năm 1814, một phát biểu nổi tiếng: "Một trí thông mình 
trong một lúc nào đó, có thể nhận biết được mọi sức 
mạnh đã làm cho tự nhiên phải hoạt động sôi nổi và 
sống động cũng như tình huống tương ứng của các sinh 
vật đã tạo nên tự nhiên đó. Nếu ngoài ra, bậc đại trí đó 
lại khá uyên bác để có thể phân tích được các dữ liệu 
đó và muốn bao quát trong cùng một công thức tất cả 
các chuyển động của các vật thể lớn nhất trong Vũ trụ 
' cũng như của các vật thể nhỏ nhất trong nguyên tử. 
Chẳng có gì là không rõ đối với bậc đại trí đó vì tương 
lai cũng như quá khứ đêu hiện ra trước mắt họ”. 
Như vậy, đối với một vài hệ cơ học đơn giản thì thí 
nghiệm dường như đã xác nhận sự phân tích của 
LAPLACC. Tuy nhiên vẫn còn tôn tại biết bao nhiêu lĩnh 
vực vật lí khác mà trong đó thời gian không biết làm gì 
hơn là trải ra một hiện thực đã được quyết định và 
chẳng thêm được gì vào. 


Mục TIÊU 


Xác định trạng thái của một hệ vật lí 
có một bậc tự do. 

Đưa sự biểu diễn bằng hình học vào 
trong mặt phẳng pha. 

Phát biểu một số tính chất của các 
quỹ đạo pha. 

Quan sát hình ảnh pha của một số dao 
tử thông thường. 


#)tÊu cẦn BIẾT TRƯỚC 


Dao động tự do. 
Dao động cưỡng bức. 
Dao động tự duy trì. 


Ỉ Khái niệm về trạng thái của một hệ 


I.I. Thuyết quyết định cơ học 


Ta hãy xét một hệ vật lí có một bác m do bị chỉ phối bởi một phương 
trình vi phân cấp hai dạng: 


Ù ĩ q : 
Đặt v= =A Phương trình vi phân trên tương đương với hệ hai phương 


at 
trình vi phân cấp một như sau: 
DẠY ` dh : 
—=y và —=F(v,V,Ì), 
dĩ đĩ 


Hệ này chấp nhận một nghiệm dwy nhất, nếu các giá trị ban đầu x(0) và 
9{0) được cho trước, với điều kiện là phải thẩm tra lại các điều kiện về tính 
liên tục và tính lấy đạo hàm được của các hàm số có mặt trong hệ phương trình. 
Các điều kiện toán học về mặt vật lí thì ít bị bó buộc hơn và thoả mãn các 
hệ cơ học chịu tác dụng của các trường lực thực. 

Các hệ cơ học có một sự vận động duy nhất đối với các điều kiện ban 
đầu đa được xác định (nguyên lí quyết định luận cơ học). 


I.2. Sự mô tả pha 


Người ta nói rằng xứ) và v() hợp thành đối với một số hệ nào đó, một tập 
hợp đây đủ các biến số trạng thái. Tập hợp này cho ta sự hiểu biết tối 
thiểu cần thiết để mô tả đầy đủ trạng thái thực tế của một hệ và cho phép 
tiền đoán được các trạng thái tương lai của hệ. 

Các trạng thái về sau được xác định bằng việc giải các phương trình vận 
động được xác mình bởi x và ». 

s Trạng thái của một hệ có một bậc tự do được biểu diên ở mọi thời 
diểm,bàng một điểm P(0) có tọa độ (+, v) trong một mặt phẳng gọi là 
màt phẳng pha. 

s Điểm P(0) là điểm tượng hình của trạng thái của hệ, hay là điểm pha 
của hệ ở thời điểm ¡. Khi thời gian trôi qua, thì điểm pha vạch một 
đường cong, chia độ theo í, gọi là quỹ đạo pha của hệ. 

Bát cứ quỹ đạo pha nào cũng bất đầu ở P(0), mà các toạ độ (x(0), 
#{0)) là các điều kiện ban đầu của hệ (H.!). 

s Sự mò tả pha của một hệ là tập hợp các quỹ đạo pha của hệ, thu 
được bằng cách coi tập hợp các điều kiện ban đầu là có thể thực 
hiện được. 


I.3. Các phương trình vận động của các hệ cơ học 

Đối với các hệ tự do (hay tự chủ ), hàm số Ƒ không chứa rõ ràng thời gian : 
F(x, 9). Ngược lại, đối với các hệ được đặt trong các trường có nguồn gốc 
bén ngoài (các hệ cưỡng bức), sự phụ thuộc vào thời gian nói chung là 
TÕ ràng. 


P(0) 


H.1. Mọi quỹ dạo pha dêu khi 
đâu ở P(0) mà các toạ độ là các 
điều kiện bạn dâu. 


Trong cơ học các phương trình vận động đều được suy ra từ nguyên lí cơ 
bản của động lực học ; và đối với các hệ có một bác tự do, thì nguyên lí 
đó được viết dưới dạng: 


trong đó zm là khối lượng của hệ và ƒ (x, v, ?) là tổng hợp lực của các 
lực tác dụng. 
Các phương trình vận động của các hệ cơ học như vậy là: 


, dv_ I 
'EIM “mi tmMfb› 
I.4. Ví dụ về các phương trình vận động 
Hệ tuyến tính tự do 
Phương trình của một dao tử điều hoà tắt dần là: 
dx 
đr 
§ Hệ tuyến tính cưỡng bức 
Phương trình của một dao tử điều hoà tắt dần chịu tác dụng của một kích 
thích là: 


=y và E2 0b ®§ x-20. 
dị 


_= w Và - = =độ x~20y + @2Acos(@) 
§ Hệ phi tuyến 
Phương trình của một dao tử VAN DER POL là: 
dxv „ dw sụ cù/ÂrzOb hé vãi 
†-=PmV VD. ==tP^=Ula. —=a |4. sa, V, 
En dĩ "t ĐE=H 6) 


Số hạng có ( x2 x4 ) có thể mô hình hóa một vài cơ chế duy trì các dao động. 
2 Các tính chất của các quỹ đạo pha 


2.I. Các hệ quả của thuyết quyết định cơ học 

_ 2.1. Hệ quả thứ nhất 

Hệ quả này liên quan đến chuyển động của các hệ tự do : hai quỹ đạo pha 
của một hệ tự do không thể cắt nhau. 

Trường hợp ngược lại có nghĩa là một hệ cơ học có thể có hai vận động 
khác nhau kể từ các điều kiện ban đầu xác định bởi các toạ độ của giao 
điểm của chúng. 

Một tình huống như vậy sẽ làm sai lệch khái niệm về quyết định luận cơ 
học. Như chúng ta sẽ thấy điều đó ở §6, và tính chất không còn đúng nữa 
đối với các hệ cưỡng bức. 

2.1.2. Hệ quả thứ hai 

Hệ quả này liên quan đến các chuyển động tuần hoàn, mà các quỹ đạo 
pha đêu khép kín. 

Sự việc điểm pha của một hệ trở lại vị trí ban đầu P(7) = P(0) sau một thời 
gian hữu hạn 7, bao hàm ý nghĩa là hệ sẽ thực hiện một:chu trình mới 
trong những điều kiện giống hệt chu trình trước như đã nói ở trên. 

Tính chất này làm cơ sở cho việc sử dụng các hiện tượng tuần hoàn để đo 
thời gian. 


2.2. Các điểm đặc biệt. 
Các điểm đặc biệt của hệ, theo định nghĩa, là các điểm pha mà tại đó, 
ta có đông thời các hệ thức: 
k2 =0 và = 
đi đi 
Khi hệ được đặt ở một trong các điểm đặc biệt của nó, thì hệ ở tại đó. 
Các điểm đặc biệt của một hệ là các trạng thái cân bằng của nó. 
Nếu hệ là (yến tính, thì các phương trình vận động của hệ có dạng: 


= Ú. 


lx _ "/ + 

c=ÿ A7. 150) 

đI dĩ m 
trong đó A và Ö độc lập với x và », nhưng có thể tuỳ tình hình, phụ thuộc 
Vào í. 


=Ax+y, 


Ta thấy rằng một hệ tuyến tính chỉ có một điểm đặc biệt duy nhất (x = 0, 
=0), ở tại gốc của mặt phẳng pha, và do vậy hệ chỉ có một vị trí cân 
bằng duy nhất. 
Khi hệ có lập và phí tuyến, ta có các hệ thức: 

kv wụ '(X, 

——=ựw và ^ No. 

đr dị m 
Lúc đó, nhiều trường hợp có thể xảy ra: 


® /(v, 0) không triệt tiêu đối với bất kì giá. trị nào của x : không có điểm 
đặc biệt; 

® /(4, 0) triệt tiêu đối với một hay nhiều giá trị của v : hệ có một hay 
nhiều điểm đặc biệt. 

Các điểm đặc biệt của các hệ có một bậc tự do, nếu chúng tôn tại, đều 
ở trên trục không gian (Ó' x) của mặt phẳng pha: 

2.3. Chiều đường đi 

Giả sử chất điểm 4⁄ ở trong một trường lực hút /(x, ») hướng về điểm A 
hoành độ xạ, nên: 


ƒ(,9).(v-y)<0. 
Trong các điều kiện đó, khi điểm pha của hệ ở trong góc phần tư (1). đối 
với điểm pha A` (xụ, 0) (H.2), thì tà có đồng thời v > 0 và (x - +g) >0, và 
như vậy /(v,") < 0. 
Kết quả là: 


# —v - 0uà E21 uấ, 
đt dị m 

Điều đó có nghĩa là điểm pha () kết hợp với chất điểm sẽ quay theo 
chiếu kim đồng hồ chung quanh điểm A' (xạ, 0). 
Khi điểm pha /(0) ở trong các góc phần tư khác, thì các dấu của các đạo 

lẤY ; by — 
hàm TP và s cũng dẫn đến cùng một kết quả như nhau. 
Điểm pha của một chất điểm chịu tác dụng của một trường lực hút về 
điểm A(xụ) sẽ quay theo chiêu kim đông hô chung quanh điểm A (xạ; Ú) 
ở trong mặt phẳng pha. 


H.2. Điểm pha P(t) của một chất 
điểm bị kéo về A(x,) sẽ quay theo 
chiêu kim đông hô chung quanh 
điểm pha A”(xụ, 0) trong mặt phẳng 
pha. 


Ạ 


H.3. Các quỹ đạo pha cắt trực giao 
trục (Ú x) của các khoảng tại các 
diểm không đặc biệt. 


2.4. Các điểm đi ngược quỹ đạo 


Ta hãy loại bỏ thời gian trong các phương trình vận động của hệ : =- ƒ(x,v) . 


Giả sử một quỹ đạo pha của hệ, cắt trục (@”x) của các khoảng ở A'(x, Ø) 
sao cho xị không phải là hoành độ của một điểm đặc biệt, và như vậy là 


của một vị trí cân bằng ƒtx¡, Ó ) # 0. 


Trong các điều kiện trên, = là vô hạn ở A vì y= 0. Và quỹ đạo pha cắt 


trực giao trục (Ó°x) (H. 3). 


Mặt khác , ở A'(xị, O), vận tốc đổi dấu, có nghĩa là chất điểm đi ngược 
đường : x¡ là hoành độ của một điển đi ngược quỹ đạo của chất điểm. 


2.5. Sự 


Ta hãy xét sự vận động của điểm 


đảo ngược thời gian 


nghĩa là khi có sự trở về quá khứ. 


Ta sẽ thu 


được một sự vận động như thế đối với 


thay đổi vận tốc v thành vận tốc đối -y. 


Trong mặt phẳng pha, thì điều đó tương ứng sự đối xứng đối với trục của 


các khoảng cách (Ø'x), làm biến đổi P0) thành P'() (H4). 


Điểm pha P'() được kết hợp với cùng một hệ như điểm pha P(). Tuy 
nhiên, trạng thái động lực của hệ sẽ khác nhau tuỳ theo hệ đi xuôi thời 
gian (điểm P()) hoặc đi ngược thời gian ( điểm P*(0)). Ta thấy trên hình 5 


là điểm P*() quay theo cùng chiều như P(). 


Một quá trình là thuận nghịch nếu theo sau một sự đảo ngược thời 
gian, thì hệ lại đi qua cùng những vị trí như nhau nhưng với các vận 
tốc đối lập. Thành thử sự mô tả pha của một hệ thuận nghịch là bất 
biến do tính đối xứng đối với trục của các khoảng cách ( O'x ). 


⁄° dụng ⁄ 


10 - CHỊ 


Chất điểm rơi tự do 

Hãy xác định quỹ đạo pha của một chất 
điểm _ khối lượng m, được ném thẳng đứng từ mặt 
đất lên với vận tốc Vọ trong trường trọng lực 
8 đông đêu. Hãy biện luận các tính chất của một 
quá trình như thế. 
Các biến số pha là z và y = = h 
Các phương trình vận động của hệ có dạng: 

đz 

đị dị ` 
Hệ không phải là tuyến tính, vả lại nó không có 
điểm đặc biệt, do đó không có vị trí cân bằng. 
Sự bảo toàn cơ năng: 


1 1 2 
— m9? + mgz = —mvệ, 
2 NN 2ó ợ 


pha PŒ) khi có sự đảo ngược thời gian, 


mỗi vị trí x, bằng cách 


mw 


. Khi có một sự đảo ngược thời 
gian, thì điểm pha P(t) đổi thành 


H5. Điểm pha P(t) là điểm pha 
của một hệ đi xuôi đối với tạ < t < 
t, Điển pha P(t) là điển pha 
của cùng một hệ lúc đi ngược đối 
với t, > † >0 


cho phương trình của quỹ đạo pha: 


vˆ-vệ =-~2g¿. 


Đây là một parabôn có trục (Ø'z) mà đỉnh, ở độ 
2 

cao lề, › sẽ được đạt tới ở thời điểm rạ=" 0: 1.6), 
§ § 


Ta nhận thấy rằng Ä⁄(ạ), ở trên trục thẳng đứng 
(Ó2), thực sự là một điểm đi ngược quỹ đạo 
của chất điểm. Ta cũng nghiệm thấy rằng quỹ 
đạo pha được đi qua theo chiều kim đồng hồ. 
Cuối cùng quá trình là thuận nghịch, vì quỹ 
đạo pha là bất biến qua đối xứng đối với trục các 
khoảng cách (Ó'z). 

Khi ta đảo ngược thời gian, thì điểm pha P(2/q) 
trở thành P (2) trùng với P(0) và hệ sẽ chạy 
qua cùng một quỹ đạo pha như nhau theo chiều 
kim đồng hồ (H.7). 


—Đọ 


P*212) = P(0) 


P.ứu) = Pứa) 
h 


P*0)= P(i) 


H.6. Quỹ dạo pha của một chất điểm rơi tự do là H.7. Tác động của sự đảo ngược thời gian lên 


một parabôn trục (O`2). 


` ` » ° 
Hình ảnh pha của một dao tử điều hòa không 
tắt dần 
3.I. Phương trình các quỹ đạo pha 
Các phương trình vận động của một dao tử điều hòa không tắt dần là : 
dv dđw 2 
—=V Và —=-~0x. 
đt đi 
Hệ tuyến tính và chấp nhận điểm đặc biệt (x = 0, y = 0). 
Biểu thức của cơ năng là : 


2 
: \ Ốp 
Biểu thức này cho ta phương trình của quỹ đạo pha: “| m] -_ 
@ 


2 
Ta kí hiệu x„, là biên độ của chuyển động hình sin : Ø?; = = ta đi đến : 


x? + v2 =ỉ 
XâIn(#0ộ 


các quỹ đạo pha của một dao tử điều hòa không tắt dần là các elip (H.8). 
Quỹ đạo pha là đối xứng đối với trục (Øˆx) của các khoảng cách, và 
chuyển động của một dao tử điều hoà là một quá trình thuận nghịch. 


3.2. Hình ảnh pha trong mặt phẳng xz K3 
®ọ 


Thường có lợi khi làm việc với các trục - y= #) bằng cách bố trí 
0 


các đại lượng có cùng các thứ nguyên như nhau trên hai trục. 

Trong các điều kiện đó, phương trình các quỹ đạo pha trở thành xˆ + y' = X?; 
đó là phương trình của một họ vòng tròn đồng tâm gốc Ó', và bán kính 
xạ được xác định bởi các điều kiện ban đầu (//:9). Cần phải nhớ rằng một 
quỹ đạo pha đường tròn cho phép kiểm tra tính chất hình sin của một dao 
tử một cách chính xác hơn nhiều so với sự khảo sát trực tiếp đồ thị của 
phương trình thời gian của dao tử x(). 


chuyển động rơi tự do của một chất điểm. 


H.8. Các quỹ đạo pha của một 
dao tử điêu hoà không tắt dân là 
các elip. 


H.9. Trong mặt phẳng pha 


0 


một dao tử điều hòa là những 
đường tròn. 


Íe = = các quỹ đạo pha của 
0), 


3.3.Dạng năng lượng 
Ta lại xét biểu thức về cơ năng đƒ của dao tử: 


2 
k 3 v k k 
Ố„=—x”+—v?=-—|x”+ =—(x? +y?)=—O' P?(¡). 
ME 2í “) p (r) 


Trong mặt phẳng pha Ề xe ] „ cơ năng ấƒ của một dao tử tỉ 
®ọ 

lệ với bình phương khoảng cách từ điểm pha P() của nó tới gốc Ó' 

của mặt phẳng pha. 

Các quỹ đạo pha của một dao tử điều hòa không tắt dân là những 

vòng tròn đẳng năng. 


Để tập luyện : bài tập 1. 
4 Nghiên cứu các hệ bảo toàn 


Để làm mô hình của hệ một chiêu, ta hãy xét một chất điểm M, khối 
lượng m, bị buộc phải trượt không ma sát trên trục (2x). Cho /(x) là lực 


tác dụng Vào M. 
Nguyên lí cơ bản của động lực học có dạng: 
d2? 
m—— = ƒ(x) 
dị? 


Phương trình này tương đương với các phương trình vận động: 
hay, lu Cổ, 
dĩ đi m 
Theo giả thiết, hệ là bđo toàn, nên /(x) dẫn xuất từ một thế năng #4). 
Áp dụng định luật bảo toàn cơ năng: 
ca + Ø(x) = ố, 
ta sẽ thu được phương trình các quỹ đạo pha. 
Khi hệ là bảo toàn, thì các quỹ đạo pha là các quỹ đạo đẳng năng lượng. 
Giả sử là ấ(x) có dạng được biểu diễn như trên hình 10. Các điển đặc 


biệt của hệ đêu nằm trên trục các khoảng cách (O°x) lang nên v = (0)) 
í 


bờ ty e. đụ : dể, 
và tương ứng với các cực trị của thế năng (nh nên ƒ(x) = E”::JUÀ CD 
r lx 


Các cực trị nhất thiết phải nối tiếp nhau theo một sự luân phiên cực tiểu - 
cực đại - cực tiểu... Các điển đặc biệt là các vị trí kế tiếp nhau của cân bằng 
bên và không bên. 

Ta hãy nghiên cứu sự vận động của hệ đối với các điều kiện ban đầu sau 
đây :x= x¡ và y = 0. Chuyển động là dao động và thực hiện ở cơ năng 
không đổi ấy = ốƒu, giữa các điểm có hoành độ xạ và +. 


Trong mặt phẳng pha, quỹ đạo pha là một đường cong kín đi theo chiều  H.10, Hình ảnh pha của một hệ 
kim đồng hồ chung quanh điểm đặc biệt A', kết hợp với cực tiểu địa chấp nhận ba điểm đặc biệt. 
phương 4; của thế năng. l l 


Đối với điều kiện ban đầu x < x; và y = 0 cho cơ năng cùng một giá trị 
đu, „ ta tiến hành một sự phân tích giống hệt, liên quan đến chuyển động 
dao động (được thực hiện giữa x; và x';) và quỹ đạo pha (là một đường 
cong khép kín, đi theo chiều kim đồng hồ chung quanh điểm đặc biệt A'; 
kết hợp với cực tiểu địa phương A; của thế năng). Bây giờ ta hãy xem xét 
trường hợp các điều kiện ban đâu cho cơ năng giá trị đụ, - 

Bây giờ hai quỹ đạo pha có một điểm chung: điểm đặc biệt A'; kết hợp 
với vị trí cân bằng không bền A;. Cân ghi nhớ rõ rằng điểm đặc biệt A'; 
không phải là một giao điểm của các quỹ đạo pha, mà kể từ đó, điểm pha 
P0) của hệ, sẽ có sự lựa chọn giữa các quỹ đạo khác nhau. Đây chính là 
điểm dừng đối với điểm pha đạt tới nó. Các quỹ đạo pha quá riêng biệt 
này được gọi là,phân lập. 

Cuối cùng, đối với các điều kiện ban đâu cho cơ năng một giá trị ấ; = Ẩn 
thì quỹ đạo pha sẽ bao quanh ba điểm đặc biệt trong trường hợp xét trên. 
Chú ý : 

Trong mọi trường hợp, các quỹ đạo pha đêu chấp nhận trục (Oˆx) như 
một trục đối xứng, vì các chuyển động nghiên cứu được thực hiện không 
có hiện tượng tiêu tán, đêu là thuận nghịch. 

` Để tập luyện : Bài tập 3 và 5. 


5 Hình ảnh pha của một dao tử điều hòa tắt dần 


5. Sự tổn tại của một điểm hút 
Các phương trình vận động của một dao tử điều hoà tắt dần do lực ma sát 
nhớt có dạng: 

đ _ụ sull đÿ...., Bên, 

PT =w VÀ Phi (2+ø§ X⁄): 
Hệ là tuyến tính và chấp nhận điểm đặc biệt (x = 0, y = 0) ở gốc của mặt 
phẳng pha theo kết quả được thiết lập ở §2.2. 
Các hình ảnh pha của các dao tử điều hòa tắt dân được nêu trên các hình 
11, I2 và L3, trong đó cả ba chế độ (không tuần hoàn, tới hạn và giả - tuần 
hoàn) đều được khảo sát. 
Các quỹ đạo pha không còn tính đối xứng nữa đối với trục các khoảng 
cách (+): các quỹ đạo đó tương ứng với các quá trình bất thuận nghịch. 
Dù trạng thái ban đâu và chế độ của nó thế nào, thì một dao tử điều hoà 
tắt dân vẫn tiến về vị trí cân bằng x = 0 của nó, và khi đạt tới đó, thì vận 
tốc của nó bằng không. 
Tất cả các quỹ đạo pha của một dao tử điều hòa tắt dân đều tiến về 
cùng một điểm P(œ) ở tại gốc Ø' của mặt phẳng pha, gọi là điểm hút 
của hệ. 
5.2. Dạng năng lượng 
Ta lại xét phương trình vi phân của chuyển động của dao tử viết dưới dạng: 


m St, +k=-hy 
đĩ 


H.11. Hình ảnh pha của một dao 
tử diều hòa tắt dân ở chế độ không 
tuần hoàn (Q = 0,2). 


H.12. Hình ảnh pha của một dao 
tử điêu hòa tắt dân ở chế độ tới 


hạn (23) 


H.13. Hình ảnh pha của một dao 
tử điêu hòa tắt dân ở chế độ giả- 
tuân hoàn (Q = 3). 


Nhân phương trình đó với v là hệ số lấy tích phân của vế đâu: 


Do đó, ta có sự cân bằng về công suất như sau: 


dấu =-hv?<0 
đĩ 


trong đó: đƒ; = PA 


suất của các lực ma sát. 


+ vai là cơ năng của dao tử và Z2 = -Jv? là công 


Ta đã thiết lập, ở §3.3., là cơ năng ấý; của một dao tử trong mặt phẳng 


pha (:› = 3Ì: tỉ lệ với bình phương khoảng cách Ø'P(): 
%®ọ 
k—? 
#mụ (hy ) 


kết quả là: 


đĩi 


Đây là sự mất mát cơ năng ấy của dao tử khi nó lại gân điển pha P(L) 


của tâm hút ` của nó. 


Vả lại, đồ thị của thế năng Ø(x)= x lại không có cực đại. Thành thử 
không tồn tại điểm đặc biệt kết hợp với một vị trí cân bằng không bền và, 


do đồ không có đường cong tách biệt. 


⁄°p dụng Z 


Đường đẳng nghiêng 
của một hệ tuyến tính tự do 

Ta gọi đường đẳng nghiêng là tập hợp các điển 
của các quỹ đạo pha mà tại những điển đó, đường 
tiếp tuyến có một hệ số chỉ phương p= h cho trước. 
Hãy xác định các đường đẳng nghiêng của một 
dao tử điêu hoà tắt dân có phương trình: 
Ä + 2a‡ + §x =0. và biện luận kết quả thu được. 
Các phương trình vận động của một dao tử như thế 
có dạng: 

Ko w và — 

di ái 
Tại một điểm (x, v) của một quỹ đạo pha, hệ số 
chỉ phương của tiếp tuyến của nó là: 


= ~(@x + 28v). 


LUẠ @£x +2 


dv y 


H.14. Các đường đẳng nghiêng 
của một dao tử điêu Jòa tắt dân. 


do đó, ta có phương trình của các đường đẳng 
nghiêng: 
2 
p-— 203120. nên Ÿ.=__— Ø0 
v x 


p+2a` 

Từ đó ta suy ra các kết quả như sau, mà ta có 
thể kiểm tra trên hình 14 : 

e các đường đẳng nghiêng là các đường thẳng 
đi qua gốc (điều này cũng đúng đối với mọi 
hệ tuyến tính) ; 

s những tiếp tuyến của các quỹ đạo pha đều 
nằm ngang (p = 0) trên đường thẳng 


2 
v=- Ta, và là thẳng đứng (p = œ) trên trục 
đ 


(Ø1) (@=0); 
s trên trục (Øˆv) (x = 0), những tiếp tuyến với 
các quỹ đạo pha, tất cả đều có cùng một hệ số 


chỉ phương như nhau : p = 2ø. 
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6 Hình ảnh pha của một dao tử tuyến tính ở chế 
độ cưỡng bức tuần hoàn 


Ta hãy xét một dao tử „yến fính chịu tác dụng của một lực kích thích 
hình sin ƒữ) = Fcos(œr). Phương trình của nó là: 
mÄ =—kx—hx+F'cos(@tf). 


Đặt: g =IE và Đự mi, 
m m 


Với các kí hiệu này, các phương trình vận động của hệ có dạng : 
#=v và Ù=-@£x — 2+ 5 nô HỆ, 


m 

Sự khảo sát hình ảnh pha của dao tử này (#7./5) dẫn đến các nhận xét sau đây. 
® Khi có một sự kích thích bên ngoài, thì các quỹ đạo pha có thể cắt nhau. 
Tình huống này không hể mâu thuẫn chút nào với nguyên lí của thuyết 
quyết định cơ học. 
Thực vậy, tại giao điểm, hai điểm pha không tương ứng với cùng một thời 
điểm như nhau, và các kích thích áp dụng vào hệ không phải là như nhau. 
Mặc dù hệ lại trở về giao điểm với cùng trạng thái động lực như nhau, 
nhưng dưới tác dụng của các kích thích bên ngoài tách biệt, hệ vẫn có thể 
có các vận động khác nhau sau đó. 
s Các quỹ đạo pha tiến về một chu trình giới hạn mà các đặc trưng đêu 
độc lập với các điều kiện ban đâu. 
Chu trình giới hạn này tương ứng với chế độ cưỡng bức của dao tử và đạng 
hình học của nó chỉ được xác định bởi các tính chất của hệ và các tính 
chất của kích thích. Đáy là một loại lực hút mới. Hình 16 là hình ảnh pha 
của một pha dao tử /wyế? tính có phương trình: 

mã = =kv = hÈ+F cos? (at). 
Nếu chịu tác dụng của một lực kích thích khác, ta kiểm nghiệm thấy chu 
trình giới hạn không có cùng một dạng hình học như nhau. 
Hình ảnh pha trên hình 17 là hình ảnh pha của một dao tử phi tuyến bị 
kích thích hình sin: 


mỹ = -k(x—xạj —hÝ+Fcos(@f). 


Chu trình giới hạn sẽ khác với chu trình của bộ kích thích tuyến tính đưới 
cùng một sự kích thích như nhau. 


H.15. Hình ảnh pha của một dao tử  H.16. Hình ảnh pha của một dao 
tuyến tính chịu tác dụng của một tử tuyến tính chịu tác dụng của một 
kích thích hình sin. kích thích không phải hình sin. 
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H.17. Hình ảnh pha của một dao 
tử phí tuyến chịu tác dụng của một 
kích thích hình sin. 


7 Hình ảnh pha của một dao tử tự - duy trì 


Ta coi đao tử VAN DER POL như một mô hình của dao tử tự - duy trì. Ta 
ghi lại phương trình của nó: 


tồ 5$ Ỷ j k W 
ÄX+—~(x2 =xg)#+@x =0 với øạ =qJ— vàÀ>0 
m m" 


Ta làm việc trong mặt phẳng pha [z = T] . Các phương trình vận động 
®ọ 


của dao tử VAN DER POL có dạng: 
đụ ,  dy Â „2 2 
—=Øạy VÀ ——=——(Y? -X2Z)y— @ạx. 
dị tr đĩ m ị 8Ð Ệ 
Do đó, khi kí hiệu z là khoảng cách giữa điểm pha (+, y) và điểm gốc, ta có: 
Ldr? dx dy 
=A—+y 
2 đi đi dị 


Â 
=— (xậ—x?)y. 
m 


s2 
Các quỹ đạo pha hội tụ vào điểm gốc f < ) khi x > xọ, nhưng sẽ 
đI 


dr? 


phân kì 
đt 
Kết quả là sự tồn tại của một chứ trình giới hạn giống như một vòng tròn 
khi 2. nhỏ (//.!8) và giống như một hình thoi biến dạng khi ^ lớn (17.19). 
Dù các điều kiện ban đầu như thế nào, thì các quỹ đạo pha, tất cả đều tiến 
về cùng một chu trình giới hạn như nhau, và chỉ là hàm số của các đặc 
trưng của dao tử. Đối với các quỹ đạo pha, thì chu trình giới hạn này có 
tính hấp dân và một khi đạt tới chu trình hấp dẫn, thì điểm pha sẽ chạy 
trên đó mãi mãi. 
Chế độ vĩnh cửu của một dao tử được duy trì thì độc lập với các điều kiện 
ban dâu. 


> ° khi v < vụ. , 


H.18. Hình ảnh pha của một dao tử VAN DER PoL ` H19. Hình ảnh pha của một dao tử VAN DER PoL (Â lớn). 
(Â nhỏ). 


ĐIỀU CẦN GHI NHỚ 


Các hệ cơ học có một vận động duy nhất đối với các điều kiện ban đầu xác định 
(nguyên lí của thuyết quyết định cơ học). 


m HÌNH ẢNH PHA 


® Trạng thái của một hệ có một bậc tự do được biểu diễn, ở mọi thời điểm, bởi một điểm P(t) 
có toa độ (X, v) trong một mặt phẳng gọi là mặt phẳng pha. 

s Điểm P(/) là điểm tượng hình cho trạng thái của hệ, nghĩa là điểm pha của hệ ở thời điểm t. 
Khi thời gian trôi, điểm pha vạch một đường cong được chia độ theo 0, gọi là quỹ đạo pha 
của hệ. 

Mọi quỹ đạo pha đều bất đầu ở P(0), mà các toa độ (x(0), »(0) là các điều kiện ban đầu 
của hệ. 

s Hình ảnh pha của một hệ là tập hợp các quỹ đạo pha của hệ thu được bàng cách coi tập 
hợp các điều kiện ban đầu là có thể thực hiện được. 


m CÁC ĐIỂM ĐẶC BIỆT 


s Các điểm đặc biệt của hệ là các điểm pha, trong đó ta đông thời có các hệ thức: 


Khi hệ được đặt vào một trong các điểm đặc biệt, thì hệ sẽ trú ngụ tại đó. Các điểm đặc biệt 
là các trạng thái cân bàng của hệ. 

s Các điểm đặc biệt của các hệ có một bậc tự do, khi chúng tôn tại, đều ở trên trục không 
gian (O'x) của mặt phẳng pha. 


m CHIỀU ĐI CỦA HÀNH TRÌNH 


s Điểm pha của một chất điểm chịu tác dụng của một trường lực hút hướng về điểm A(tx,). 
sẽ quay theo chiều kim đông hồ chung quanh điểm A'(xụ, 0) ở trong mặt phẳng pha. 

® Một quá trình là thuận nghịch nếu, theo sau một sự đảo ngược thời gian, hệ lại đi qua 
cùng các vị trí như nhau, nhưng với các vận tốc đối lập. Như vậy hình ảnh pha của một hệ 
thuận nghịch là bất biến do tính đối xứng đối với trục các khoảng cách (Ø'x). 


m= NĂNG LƯỢNG 


e Trong mặt phẳng pha ls = S} thì cơ năng ấ của một dao tử tỉ lệ với bình phương 
Wụ 

khoảng cách từ điểm pha P() của nó tới điểm gốc Ø' của mặt phẳng pha. 

s Khi hệ là bảo toàn, thì các quỹ đạo pha là các quỹ đạo đẳng năng. 

® Tất cả các quỹ đạo pha của một dao tử điều hòa tất dần tiến về cùng một điểm P(©), ở tại 

gốc ÓØ` của mặt phẳng pha, gọi là điểm hút của hệ. 


/nh ảnh pha của một 


con lắc đơn có biên độ lớn 
ĐỀ BÀI 
Một con lắc đơn được thực hiện với một thanh Ø1 cứng, khối lượng không 


đáng kể và chiều dài /. Đầu mút Ø ở trên trục quay nằm ngang (Øz), ở đâu 
mút còn lại Ä⁄ thì được gắn cố định một khối lượng điểm m. Bỏ qua các lực 


ma sắt. 


1) Viết các phương trình vận động đối với cặp biến số trạng thái Øvà œ= 6. 


Đặt @g = Ẻ - Vậy áq; biểu diễn cái gì ? : M 


2) Những điểm nào là những điểm đặc biệt của mặt phẳng pha. 


Đệ 


3) Đặt y= “5 Lợi ích của sự thay đổi biến số này là gì ? Cho thế năng bằng 


‹§ 


không khi Ø =0, hãy viết phương trình của một quỹ đạo có cơ năng đƒ trong mặt phẳng (đ y). 
3) Viết phương trình các đường phân cách là các quỹ đạo pha đi qua các điểm cân bằng không bền. 
5) Hãy nêu đặc tính các quỹ đạo pha ở ngoài và ở trong các miền giới hạn bởi các đường phân cách. Biểu diễn 


hình ảnh pha. 
HƯỚNG DẪN 


Muốn viết phương trình vận động, 
cân phải tìm phương trình vì phân 


-„„ đ@ h Mua. } 
liên kết ——. (0 và Ø9 hoặc các đại 
đũ 


liựng tiững đương 8,8 và 6 


Chưng tở rằng các điển đặc biệt thu 
dược từ các phương trình vận động 
rất phù hợp với các vị trí cân bằng. 


Miền biến thiên của Ø không giới 


hạn ở [-, |. Con lếc có thể thực 
hiện nhiều vòng. 


LỜI GIẢI 
1) Định lí mômen động, áp dụng ở Ó, sẽ cho phương trình chuyển động: 
ml?ổ = —mglsin6, từ đó: Ổ = ~ ø sinØ 
Các phương trình vận động là: 
x- 


d8 
— =0 Vì 
đĩ dĩ 


0ø; biểu thị xung động của các dao động nhỏ. 
2) Các điểm đặc biệt của hệ đều ở trên trục (2°) tại những điểm có hoành độ 


= =0, nên sinØ= 0 hay Ø= +krr, với k là số nguyên. 
đi 


=~— ø$ sin8. 


3) Nếu hệ là bảo toàn, thì ta sẽ thu được các phương trình của các quỹ đạo 
pha bàng cách áp dụng sự bảo toàn cơ năng: 


se? +mgl(I—=cos8) = ốm 


Đặt v(() =$#U) 
Ẳ@, 


0 
trình của các quỹ đạo pha: 


để chỉ có các đại lượng không thứ nguyên trong phương 


2ấi, 


y +2(I-cosØ) = 
mĩg 


So sánh cơ năng kết hợp với một 
điển của mặt phẳng pha với cơ năng 
của các điển đặc biệt. Trong trường 
hợp nào thì chuyển động là chuyển 
động dao động. 


4) Phương trình của các đường phân cách tương ứng với các giá trị của 4, 
đưa dẫn điểm pha đến các điểm đặc biệt kết hợp với các vị trí cân bằng 
không bền y= 0 và Ø= (2k+l)m. 


Do đó, phương trình của các đường phân cách là: 


y`+2(1-cosØ=4 
5) Ở bên trong các miền được định ranh giới bởi các đường phân cách 
(xem sơ đồ dưới đây), thì hệ ở trong một giếng thế năng. Con lắc dao 
động qua lại một vị trí cân bằng bền. Chuyển động của nó là tuần hoàn 
với các quỹ đạo pha khép kín. Trái lại, khi điểm pha ở ngoài một trong 
các miền này, thì các quỹ đạo pha đều mở và chuyển động của con lắc là 
một chuyển động quay vòng. 


L7 òi lập 
ÁP DỤNG TRƯC TIẾP BÀI GIẢNG 


Z Sự lượng tử hóa năng lượng của một 
dao tử điều hòa 

Gọi x(/) và p(/) lần lượt là li độ và động lượng của một dao 

tử điêu hòa tân số 0. Người ta áp đặt điều kiện lượng tử hóa : 

ƒ pảx =nh (n là số nguyên) 

trong đó } là hằng số Planck và tích phân được lấy trong 

một chu kì. 

1) Chứng minh rằng cơ năng ố§; chỉ có thể lấy các giá trị 

gián đoạn mà ta biểu thị theo hàm số của n, h và 0. 

2) Tìm hình ảnh pha (x, y = p) của loại dao tử này ? 

® Lời giải 

1) Quỹ đạo pha của dao tử trong mặt phẳng pha (x, p) có 

phương trình: 


về 2 
—x=—z1, 
ZM 2mØƒ 

te Siế k/“ 


2ối 
M và b=.[2m 


k 


Đây là một elip có các bán trục: a= 


Diện tích của elip này là: 


ỆpAt =xab=2zấ, [TP = trấu _ # 
k ®p v 


Do đó: đ? = nhụ. 
2) Với mỗi giá trị cho phép của năng lượng, lại tương ứng một 
quỹ đạo pha elip với các bán trục: 


2nh 
a= T và b =\2mmnhv. 


Hình ảnh pha của một dao tử như thế được hợp thành bởi một 
họ đường elip. Giữa hai elip kế tiếp nhau thì có một diện tích 
bằng h0. 


có biên độ lớn 
ˆ Hãy bình luận hình ảnh pha của một con lắc đơn tất dân 

biến độ lớn có phương trình Ổ + 2ø Ở + ø@ sinØ =0 
e Lời giải 
Hệ nghiên cứu là một hệ phi tuyến. Các điểm đặc biệt ở trên 
trục các khoảng cách (O`x), sẽ kết hợp luân phiên với các vị 
trí cân bằng bên và không bền. 
Khi hệ tắt dân, thì các quỹ đạo pha sẽ toàn bộ sít lại gần trục 

'_ các khoảng cách (O`x). Nếu năng lượng ban đầu là đủ, thì con 
lắc sẽ thực hiện một hay nhiều vòng quay rồi sau, chuyển động 
của nó trở thành dao động tắt dân. Lúc đó các quỹ đạo pha 
vận động về phía tâm hút, được cấu thành bởi điểm đặc biệt 
kết hợp với vị trí cân bằng bên tương ứng. 


ở Nghiên cứu các đường cong biên 


giới của không gian các pha 
Có một dao tử mà phương trình vì phân của sự vận động 


có dạng : 

=~4z? sin0. 
1) Xác định các vị trí cân bằng bền của dao tử này, 
2) Xác định các vị trí cân bằng không bền của dao tử này. 
3) Tìm chu kì của các dao động nhỏ chung quanh các vị trí 
cân bằng bền. 
4) Xác định các đường cong biên giới trong không 
gian pha. 
5) Các đường cong đó cắt trục Ø trong không gian 


bạ) như thế nào ? 
2z 


® Lời giải 
l)0=0,2x.4n,.. 2) 0= r,37,57,... Ä)Tụ,= Ìs 
4) Khi nhân với Ô., và khi tích phân đối với thời gian, thì ta được: 
Ô?~8z?.cos 0 = cte 

Các đường cong biên giới phải đi qua các điển cân bằng không 
bên, như : 

(9 =z;Ô = 0), (Ø = 3z; Ö =0), (Ø = 5z;Ö =0)... 
Phương trình các biên giới: 92 —8zr? cosØ =8Zz?.. Các đường cong 
này được vạch ra bằng sự mô phỏng số học trên sơ đô dưới đây: 
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Š) Ta hãy xem xét sự việc xảy ra ở lân cận 0= Z. 
lo: N 
Đặt y=——0 và x = 0- zœ, thì ta thụ được y) = 2(1 - cosx), 
2z 
mà việc khai triển ở lân cận điểm x = 0, cho ta y? = x2, 


z 
Các giao với trục 9 hợp với nhau thành các góc +—, trong 
4 


IRIT1 
không gian 49.——Øy. 
2z 
Đứng là điều mà ta quan sát được trên hình mó phỏng. 
VẬNDUNG VỐN KIẾN THỨC 
HÌNH ẢNH PHA 


* Dao tử phi tuyến 

Cho một dao tử bị chỉ phối bởi phương trình vì phân sau đây: 
#X=— 4Zz?x(I~ pX). 

Hình ảnh pha được trình bày dưới đây (p = 0,1) 


đường cong 
biên giới 


1) Các điểm A và Ø biểu diễn điều gì ? 

2) Dao tử này vận động trong một hàm như thế nào ? 

3) Bây giờ dao tử bị chỉ phối bởi phương trình vi phân sau: 
#=-4Z*x(I— px)-27 ƒ\. 

Các đường cong của sự vận động được trình bày trong 

không gian pha (xem hình a) (p =0,1 và ƒ=0,1). 

Hãy giải trình các đường cong này. 

® Lời giải 

1)A và B là các điểm dặc biệt: điểm A biểu diễn một ví trí cân 

bằng bên, và điểm B biểu diễn một vị trí cân bằng không bên. 

Các đường cong không phải là các elip, có nghĩa là các vận 

động x(t) không phải là hình xin, và điều này thể hiện rõ trên 

xự mô phỏng (xem hình H.b). 

Các điểm Mạ, Pị, M, và P; tương ứng với nhau trên hai đổ thị. 


2 


2)Hàm thế có dạng «l2 2 
2 


] được về trên hu, 


mà trên đó ta nêu bật sự bên vững của điểm cản bằng A, và xự 
không bền vững của điểm cân bằng B (xem hình H.c). 


0(< 103) 


a) 


đường cong 
biên giới 


©) 


p=01 


——————-- tp 


cân bằng 
không bền đối với 
x=lÒ 


x(x 10) 
0,3 0,6 0,9 12 15 


-06 -03 0 


3) Di từ I, đường cong trong không gian pha không vượt qua 
đường cong biên giới, như vậy nghiệm phân kì. Ngược lại. di 
từ 2 và 3, các đường cong trong không gian pha vượt qua 
đường biên giới, như vậy nghiệm hội tụ về điển A 


4 Chuyển động của một chất điểm trong một thế có dạng 


#:(x)=~* +—^—.,với kvà A dương. 
x 2x? 
Hãy đoán:trước các đặc trưng của hình ảnh pha của 
chất điểm đó. 


® Lời giải 
Phương trình vi phân của sự vận động của chất điểm là: 
b A 
m‡ = =——+——. 
3L gŠ 
Thế năng của chất điểm này đi qua một cực tiểu âm đối 
ni A 
VỚI V=ẽ=—"' 
k 
#, Là 
pmìn 2á 


Trên hình mô phỏng dưới đây, ta nhìn thấy đồ thị của Ấ 
(A =lvàk= 1) 


Đô thị này cho pháp ta khẳng định rằng điểm có hoành độ 
A ¿ 

x=— (x= Ï trên hình mô phỏng) biểu diễn một vị trí cân 
k 


bằng bên. 
Ta phải tìm các biên giới của chuyển động không phân kì ở x ; 
Cần phải có: 

X+ #=0. 


nên phương trình của biên giới là: 
2 2k A 


?? —=0 


mà” —— 
X 2 


# 
Đây là đường cong thu được nhờ sự mô phỏng bằng số trên sơ đồ 
dưới đây (m = I,A = 1 và k= 1). Ta kiểm tra thấy rằng điểm (x = 
1, v(x) = 3 =1) thuậc hẳn vào đường cong đó. Chú ý rằng biên 
giới này không có giới hạn hữu hạn. 

Chú ý: Thế năng này biểu diễn dạng thế hiệu dụng mà ta sẽ 
nghiên cứu trong các chuyển động có lực xuyên tâm. 

ẠU quỹ đạo này phân kì 


biên giới 


biên giới 


Mục Tiêu 


W Biết khái niệm vectơ quay. 

I Phân biệt hệ quy chiếu gốc và cơ sở 
của phép chiếu. 

W Biết các hệ thức làm thay đổi hệ 
quy chiếu đối với vận tốc và gia tốc. 


ĐIỀU CẦN BIẾT TRƯỚC 


I Khái niệm về hệ quy chiếu 

Ñ Phép lấy đạo hàm của một hàm 
Vectơ. 

W Vận tốc và gia tốc. 


THAY ĐỔI CÁC 
HỆ QUY PHIẾU 


Lịch sả 


Vào thế kỉ thứ X VI, COPERNIC, nhà thiên văn Ba Lan 
(1473 -1543) đã đưa ra một mô hình Vũ Trụ mà trong đó 
các hành tỉnh bao gôm Trái Đất đêu xoay quanh Mặt Trời. 
Trái với điêu “hiển nhiên”, Trái Đất không phải là hệ quy 
chiến duy nhất, mà đối với nó, ta có thể nhận thức được 
một chuyển động. 


Ít lâu sau, trong tác phẩm “'Đối thoại" về hai hệ to lớn trên 
thế giới (1632) của mình GALILÉE đã khẳng định là một 

hòn đá được thả từ đỉnh cột buôm của một con tàu và được 
kích động một chuyển động đêu, phải rơi chính xác XuỐng 
chân cột buôm. Theo ngôn ngữ hiện đại thì là ông nêu lên 
tính tương đương của các hệ quy chiết gắn với Trái Đất và - 
với con tàu. _ 
Sự khai thác và sự hình thức hóa các ý tưởng trên tiếp tục 

cho đến thế kỉ X1X. Ta có thể dẫn ra CORIOLIS, kĩ sư Pháp, 
người đã giải quyết vào năm 1832 bài toán hợp thành các 

gia tốc. 


Trong toàn chương này: 
© #, và ®#; chỉ hai hệ quy chiếu. 
® (0Ú; rên lên mi } và (0s; êm, ly, z„) là hai mốc tọa độ Descartes gắn 


lần lượt với #, và ®;. 


Phép lấy đạo hàm của một véctơ đối với thời 

gian : 
Đạo hàm đối với thời gian của một hàm số vectơ Ở (Ð) phụ thuộc vào hệ 
quy chiếu của người quan sát thực hiện phép lấy đạo hàm đó. 


Ta phải tìm cách biểu diễn hệ thức liên kết coi và L À bằng 
đr }, _ đà 


cách bắt đâu với hai trường hợp đặc biệt quan trọng. 
I.I. #; quay xung quanh một trục cố định của #, 


I.I.I. Mô tả các hệ quy chiếu 
e Trục (0z) cố định trong #¡ và %;. 
s Các vectơ đơn vị £„„ và £y, đều có thể dùng làm mốc tọa độ đối với một 


người quan sát của #¡, nhờ góc Ø biểu diễn sự quay của %; đối với #; 
(H1). 


I.I.2. Đạo hàm trong #; của các véc tơ đơn vị y, và ếy, 
Ta có: 
6v, = cosØ#u +sinÖẽy Và 6y, =—sinÖều + cosØ8y, 


trong đó góc Ø là hàm số của thời gian í. Từ đó: 


đều —  »„>: đều, d li Jb#) U 
E7 = (TsinØ 2y +cosØ6y )Ø và CC = (~cosØe„ _ sinÐ8y 8, 
/® Z8 


đềy, cớ" đểy, cớ 
(#] =6, và % = -8&„, Ầ 
/⁄đ ⁄® 


Thành thử, hai vectơ này, được xác định trong hệ quy chiếu #;, có thể 
được biểu thị, nhờ một cơ sở gắn liền với #®;, linh động trong #¡. 

Cũng có khả năng biểu thị các vectơ đó độc lập với mọi cơ sở. Thật vậy, 
nếu ta đặt 2 =ØZ,, thì lúc đó: 


để, 4 dẻ cả 

2 - z ) = z 

P -ãaz. 0 |“ =42^£y,. 
/8) /8u 

I..3. Các đạo hàm của một vectơ trong #; và trong #®;. 

Ta biểu thị hàm vectơ trong cơ sở (£ 


nên : 


x; tểya rểz)? 


Ũ=U +U, 6y, +U;ẽ,, trong đó U,,,U,, và U, đêu là hàm số 


xa “x; Ty 
của thời gian, cũng như các véctơ đơn vị e„ và e,, (H.2) đối với người 


quan sát của ® 


H.1. Hệ quy chiếu R; quay chung 
quanh trục (Oz), cố định trong Ñ,. 


H.2. Các thành phần của véctơ Ũ. 


Ta hãy tính đạo hàm của Ủ trong hệ quy chiếu #;: 
dU, dU,, 


b 1U. đẻ đề, 
Ko. trợ QẾ Hà  Ú 2 |+u,|—” 


dĩ dĩ dĩ *2| địự “^\ sát 
/# /đi /# 


Ba số hạng đầu biểu diễn đạo hàm của trong #8; nên: 


7 7 đề, để, 
đdU|_ | adU vữa, x2 " Y3 
dĩ dĩ “| 4 m\ a+đ( 

lá) 


/#8 /#) /# 
Do đó, với các biểu thức đã được chứng minh trước đây: 


Ụ Ũ : 
[#) |# +ỡc. A (U,„6v„ + Uy đu, ) 
/§ (#® 


“y» 


dŨ 


dĩ dĩ ln 


7 TÀI h + 

hay [2] -[#:) +ỡec. A^U. 

đĩr TN đi /#y , 
I.I.4. Vectơ quay 
Vectơ Øể, đặc trưng cho sự quay của #; đối với %. 
Nêu hệ quy chiếu Z quay xung quanh một trục cố định của #,, thì: 

H (#) NƯNG.) 
dị Ll vn vỂ 
(8y ⁄#® 


42a„„„„ = Ôẽ, là vectơ quay của %4; đối với đu. 


Chỉ ý: 

Hệ thức giữa các dạo hàm của U không tạo thành hệ quy chiếu của một 
cơ sở đặc biệt. 

Trong thực tế, ta có: 

>2 (ấy “(6ý @Ù= Ô : vận tốc góc của chuyển động quay; 

* Z: vectơ đơn vị của trục quay theo “chiều dương”, được xác định như 
sau : một cái vặn nút chai cổ điển nếu quay theo chiều đó sẽ di chuyển 
theo chiều của £. (1.3). 

Chủ ý : 


® Trong khi một người quan sát của 9, nhìn thấy x; VÀ 6y; quay theo 


một chiều, thì một người quan sát của 9; nhìn thấy e xị và £y quay theo 


9 
chiều ngược lại. Vậy : 
Á2gyay =— Öể, = —428 „a 


® UJ(1)là một đại lượng vectơ, không phụ thuộc vào hệ quy chiếu, dù ta có 
khả năng biểu thị nó bằng các thành phần trong các cơ sở khác nhau. 


ñ 1Ù ` 
Ngược lại: ĐI. và |“ là hai vectơ khác nhau, và điều này độc 
dư }, % dự bự 


lập với cơ sở trong đó các vectơ này được biểu thị. 

Ta hãy thử chính xác hóa điển quan trọng này nhờ nêu mỘI sIf tương tí: 

- Ta hãy lần lượt kết hợp hai nước, ví dụ: Pháp và Anh, với #, và #;; 

- Ta hãy kết hợp hoặc hai vật thể, hoặc hai khái niệm riêng cho mỗi nước 
trong hai nước đó với các vectơ; 

- Ta hãy kết hợp các ngôn ngữ với các cơ sở của phép chiếu. 

Các từ. “liyre” và "book” chỉ cùng một vật thể, được biểu thị trong hai 
ngôn ngữ (hay cơ sở). 


H.3. Vectơ quay. 


Ngược lại, một vài khái niệm được định nghĩa đối với một xứ sở (hay hệ 
quy chiếu): “Đồng bào của tôi" chỉ các tập hợp những con người khác 
nhau đối với một cư dân của #„ và một cư dân của #®;, và điêu này không 
phụ thuộc vào tiếng nói mà khái niệm “Đồng bào của tôi” được biểu thị. 
Sự khác nhau cơ bản này giữa hệ quy chiếu định nghĩa hay hệ quy chiếu 
gốc và cơ sở của pháp chiếu sẽ được chính xác hóa trong các áp dụng của 
chương này. 


⁄? dụng ƒ 


Cho vectơ J1, không đổi trong ®; (H.4) a) Vectơ quay của #; đối với #, là : 
= ucosđẽ, + Hsindẽy, 24, ai =Ø£,. 


#®¿ dang quay chung quanh trục cố định (Oz) đối nên: 


với tạ, với Ø9 = @t (H4). Hãy biểu thị (ƒ] (#] =8; A(Hcosơẻ,+Jusinơeu, ) 
/4 /#\ 


đi đị 
trong các cơ sở: = @Sindey, 
8)(Ểm › Êy, Êz)) b)(ểy,, Øy,, đ; )- b) Trong cơ sở gắn với ##, ta có: 
ý, =—sinØÐ2u +cøsØ6y , 


Do đó : 


[#] =@jusinœ (=sin8 LÊN +cos8 LỖI ) 
/8 

Dù vectơ này là đạo hàm của / trong # ¡, 
nhưng sẽ đơn giản hơn nhiều nếu biểu thị nó 
trong một cơ sở gắn với %¿. 

(HẠ. / là một véc tơ không đổi trong ®;. 


I.2. #¿ chuyển động tịnh tiến đối với %, 

I.2.1. Định nghĩa 

#®; tịnh tiến đối với ®; nếu các vectơ gắn với #; là “không đổi” trong ®, 
nghĩa là phương, chiều và độ dài của chúng là bất biến đối với một người 
quan sát của #¡. 

Nói cách khác, tự, ,ổy, VÀ Ø„„ “không quay” và giữ một sự định hướng 
không đổi đối với một người quan sát của # (/7.5) 


ị 


0; 
* H.5. Chuyển động của Ó; trong 
8 là bất kì. 


*ị 


11- CHỊ 


I.2.2. Các đạo hàm của u trong #; và trong 2; 
đụ, sếy ;£.„ đều độc lập với thời gian trong ®#¡. Vậy: 
Nếu #; tịnh tiến đối với 2; thì: 
„ đf L8 đi 1# 
Nhớ rằng ta còn có thể đặt: 
Cả TÀI T. 
đĩi ) L2 
“ 1#, 
bằng cách cho #2 giá trị không. 


I.3. #, có chuyển động bất kì đối với Z, 

Có thể chỉ ra rằng (và ta sẽ chấp nhận điều này) ở mỗi thời điểm, tồn tại 
một vectơ quay tức thời duy nhất s, /ø¡ (có độ dài và phương hoạt 
nhìn là thay đổi được) sao cho: 


LUA II --4 B4 TIẾP 
đi đi “/8 
/# /#b 
Chú ý quan trọng: 
dŨ dŨ “ - - Z 
k (2) g (Z) — 42a, ¡ai ^U, do đồ : (2g, ,a, =— (2m say 
/#p /# 
®*_ Nếu #t, và #; đêu tịnh tiến, thì Đà, /sa, =Ũ. 


I.4. Sự tổng hợp của các vectơ quay 
Cho ba hệ quy chiếu, 2, #;, và #;, và một hàm vectơ bất kì Ở//). 


Ta có: M » 
(4) tế] s2. 
CON : l), +Ổp „2 ^Õ: 
do đó: (#) = (#] +(2m,a, +24 ) AŨ. 
lê) ¡ 
Hơn nữa : ), = b, + 2a AÙ. 


Vì hai hệ thức cuối đều có hiệu lực đối với mọi (2), nên có thể đồng 
nhất các số hạng trong đó, và ta có: 
Sự tổng hợp của các vectơ quay: 

42,2, =2, +42 2 - 
Chú ý : 
Ta có thể xác định vectơ quay va, /8 bằng cách phân tích chuyển động của 
#8; đối với tt, thành các chuyển động tịnh tiến và các chuyển động quay. 


⁄T° dụng 


Đạo hàm của các vectơ cơ sở (0;ï,2„,ể,) và quay quanh trục cố định (0z) 
địa phương của các tọa độ cầu đối với #: 
Cho một hệ tọa “ xen bi Šy,y,°. ) gắn LÔ, ”b;. 
vào một hệ quy chiếu %. Một điểm M được xác ế„ là một vectơ không đổi của #, và #';. Như 


định vị trí nhờ các tọa độ câu của nó (r,8,0) : Xịt May AI G0 ft K6) đá 
vs. ° * Q Ù ọ 


Cho hệ quy chiếu ®`, trong đó O là cố định, cũng với ØÈ¡ và: 


như các vectơ cơ sở địa phương ( ẻ;.#ạ.Sọ ) ( H6). tà ks Ôể, 
Hãy xác định (2z, œ, rồi sau đó các biểu thức: Vậy: na =Óẽ.+ Ôờ,, 
để, đềa - (để, Cú ý rằng biểu thức đơn giản của £2z;;z đã sử 
di x đt Ja k đi dụng một cơ sở không gắn với ®' và cũng không 
¡8 gắn với Ø. 


đẻ, ¿ : 
T (5) +(@£, +Öều„ ) A, 
tạ (4! ạ 


(ÿ) =Ö, và (5) =0sin06„ +Öẻ; 
đt ra: đa 


(5) No #8 
——|  =-0sinØ0e, -0cosỞẻạ. 
hú I# 


cũng như biểu thức về vận tốc của M. Cuối cùng OM = rẻ,, do đó: 
Húõ. đẻ, 

0tM)„ =rẽ.+r[ “| ; 
Ta hãy chứng minh rằng chuyển động của #' đối WM)a=!$ { đt le 
với # được phân tích thành hai chuyển động quay Vậy: ÿ(M),g =?, + rồềo + rộsin Đề, 
giả sử ta có hệ quy chiếu ®; gắn vào hệ tọa độ, l 


` Để tập luyện : bài tập 4. 
2 Áp dụng cho các vận tốc 


2.I. Vận tốc của một điểm trong hai hệ quy chiếu 
Ó, và O; là những điểm cố định tương ứng trong ®, và # ¿. 
Theo định nghĩa ta có: 


E dO.M dO¡O dO;M 
HIKE YE SE 
I8 L8 1#) 


dO¡O † 
Nhưng: _ , =9(Ó; )¡a, 
/# 
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„ | dÓ2;M _| d0;M , —__ - —Ố 
5 ka | dị -..... ^Ø,M. 
/8) /#p 


Do đó: V(M)jz, =5(M)¿a, + Ý(O; )uạ, + 2,4 A.OM 
Hệ thức này dẫn về gốc OÓ,. 
Ta đi tìm lại một cách ghi theo công thức chỉ dẫn ra Z# và # ;. 
..? ` ˆ 
2.2. Điểm trùng hợp 
Theo định nghĩa, điểm trùng hợp của / ở thời điểm r trong hệ quy chiếu 
# là điểm M„ gắn vào #, và chiếm cùng một vị trí như M ở thời điểm ¿. 
Nhớ rằng một <lãy các điểm trùng hợp sẽ xác định quỹ đạo của / trong #. 
2.3. Vận tốc kéo theo 
Vận tốc kéo theo, ở A⁄, của #; đối với %, là vận tốc trong #; của điểm 
trùng hợp É„,. Nhớ rằng điểm này là cố định trong %;: 
?„(M) = (Mạ, )„a, 
Ký hiệu ÿ„ chỉ được sử dụng nếu không bị nhâm lẫn liên quan tới các hệ 
quy chiếu. 
2.4. Sự tổng hợp của các vận tốc 
Mạ, là một điểm cố định của #›. Theo hệ thức ở §2.1. : 
ñ2(M) = P(Mạ, ),œ, = Ÿ(Ó;)s +2. AO;M, 
Vậy nên: 
Sự tổng hợp của các vận tốc được biểu thị bằng: 
P(M)¿z, = P(M)¿a, + ÿ„ (M) 
trong đó 7„(M) là vận tốc kéo theo của điểm M, nghĩa là vận tốc đối 
với # của điểm , nếu nó cố định trong 2; (điểm trùng hợp). 
Đây chính là hệ thức mà ta cân phải ghi nhớ, chứ không phải là hệ thức 
thu được ở §2.]. 
Các áp dụng sau đây chứng tỏ rằng sự tính toán trực tiếp vận tốc kéo theo 
xuất phát từ định nghĩa, thì thường là đơn giản. 
2.5. Các trường hợp đặc biệt 
2.5.I. Trường hợp #3; tịnh tiến đối với #, 
42 œ;a =0 và 7, độc lập với điểm M. Vậy tất cả các điểm gắn vào 
#; đều có cùng vận tốc như nhau đối với #% 
2.5.2: Trường hợp #4; quay đối với 2; chung quanh một trục cố định 
Cho một chuyển động quay quanh trục (0z) với vậnYốc góc ø: 
`» ¿a = Ø, 
Điểm trùng hợp 4z, đi theo một quỹ đạo tròn trong ®;; do đó 
5, (M)= “22.2 AM = øẽ,^ OM. 
Vận tốc kéo theo này được biểu diễn khá đơn giản trong cơ sở địa phương 
của các tọa độ trục: 


W„(M)= @rẽạ 


` Để tập luyện : bài tập 1, 2, 
và 5. 
HL7. Sự tổng hợp của các vận tốc. 


Kì Áp dụng cho các gia tốc 


3.I. Các gia tốc của một điểm trong hai hệ quy chiếu 
Ta trở lại biểu thức đã được chứng minh ở §2.1. 

W(M),a, =S(M),„, + V(2), „+ (2a, ,a A OM. 
Ta hãy tính đạo hàm trong #, của mỗi số hạng. Để đơn giản hóa các kí 
hiệu, ta thỏa thuận với nhau rằng Ô có nghĩa là 2 Lầ) ÿ có nghĩa là 
ÿ(M), và động tử là M. Như vậy, ta có: 


d(2AOM))  _3„[d0;M dÖ ng 
En =24| ái Si vu 
/# Z# Ziu 


¬ 5,3 ¬ .|dÖ 
- 8ö, + ð«(88yH | Số) ^Ó; 
ác) 


Khi tập hợp lại các số hạng trên, ta được : 
dõ 


2a “đa, ‹ã0;)x + ồn 880 | c) AO¿M +2 ^ Ÿ/„, 
8 


'Ta chỉ còn phải tìm được một cách trình bày hệ thức này mà không làm 
xuất hiện gốc Ó;. 


3.2. Gia tốc kéo theo 
Gia tốc trong ®, của điểm trùng hợp ở M trong #;, và bất động trong #3;, 
được gọi là gia tốc kéo theo ở M của %; đối với %,. 

a,(M)= a(Mạ, )⁄4 
Gia tốc kéo theo, thường được tính toán đơn giản xuất phát từ định nghĩa của nó. 
Chú ý : Gia tốc theo không bằng đạo hàm trong ®, của vận tốc theo. 
3.3. Gia tốc Coriolis 


Lấy một điểm M⁄ cố định trong #; (hoặc gắn với # ;), thì biểu thức của 
đ(M )a sẽ đồng nhất hóa với gia tốc theo của É ; khi sử dụng biểu thức 


trên đây (xem §3.1.) thì ta được : 
đ(M)„ =0. và P(M)/„ =0 
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2|Ma, Ì„ =ự, (w) =:Ó) +ã(O,)„a + ñA[ ãaow) + [£ AO,M ƒ 
4 


Vậy : đua =đ,„, +,+2Ô ^ Öyg, 


So sánh với hệ thức hợp thành các vận tốc, ta thấy xuất hiện một số hạng 
_ bổ sung gọi là gia tốc Coriolis 


đc (M)E222„,z, tx P(M)z, Ê 
3.4. Sự tổng hợp của các gia tốc 
Theo kết quả được thiết lập ở §3.1 : 
Sự tổng hợp của các gia tốc được biểu thị bởi hệ thức: 
ä(M)„„,= ä(M),„, +ä,M)+ ác (M), 
Trong đó ø„(M) là gia tốc kéo theo của điểm 3, nghĩa là gia tốc đối 
với %; của điểm M nếu nó cố định trong 2 (điểm trùng hợp) và 
đẹc= 2a, ^ P(M);z, là gia tốc Coriolis. 
Chính hệ thức cuối cùng này là hệ thức mà ta phải ghi nhớ. 
3.5. Trường hợp trong đó Z; tịnh tiến đối với Z%; 
9,2 =Ö, thì ä„(M) độc lập với điểm A và gia tốc Coriolis bằng 


không. Vậy tất cả các điểm gắn vào ®; có cùng gia tốc như nhau đối 


với %®¡ 
⁄ 
7 p dụng ở 
Tịnh tiến vòng tròn P chuyển động tròn đều đối với ;. Do đó : 
Một bánh xe lớn trong hội chợ phiên, bán kính ỹ =øR7 và ä, =—ø*kKI 
E8 /4) h4; (4) 


#, quay với vận tốc góc không đổi .@ chung 
quanh một trục nằm ngang (0X). 
#¿ là hệ quy chiếu Trái Đất và #®¿ là hệ quy 
chiếu gắn vào một chiếc nói (H.8). 
Hãy biểu thị trong một cơ sở thích hợp, vận tốc 
kéo theo và gia tốc kéo theo của #®;¿ đối với %;. 
%, chuyển động tịnh tiến đối với %, . Như vậy, 
vận tốc và gia tốc kéo theo có cùng giá trị như 
nhau ở mọi điểm. 
Gọi P là điểm buộc nôi, ở trong cùng một mặt 
phẳng thẳng đứng như 0, điểm gốc của %¿. 
Điểm 7 cố định trong #;; vậy : 

v„=V(P)z và a„=a(P);& 


Ta hãy sử dụng cơ sở trực chuẩn (1, J,6y) xác 


định bởi ÓP = RỮ. H8, #¿ chuyển dộng tịnh tiến đối với #. 


3.6. Trường hợp t8; quay đối với %®„ 
Có một chuyển động quay với vận tốc góc œ@ Và trục quay (0z): 
tu, cạp = (00,. 
Điểm trùng hợp Ä⁄„, có chuyển động vòng tròn, và gia tốc kéo theo được 
biểu thị đơn giản trong cơ sở địa phương của các toạ độ trụ : 
__ d„(M)=@r£ạ~= Ẳ@Ÿrÿ,. 

Nếu chuyển động quay nhanh dần đều, thì gia tốc kéo theo hướng về trục. 
Khi có một chuyển động quay dều chung quanh môi trục cố dịnh thì : 

a„(M) =-— 6Ÿ IIM 


trong đó /7 là hình chiếu của M trên trục quay. 


` Để tập luyện : bài tập 3 


⁄T° dụng ⁄ 


Chuyển động xuyên tâm trên một mâm quay Vậy thì : W„(M) = @X;y 6y, v 
C]o một màn nằm ngàng quay với vận tốc góc (@— Và: w(M) % =Wớ\(, +X2Øy„ 


chưng quanh một trực thẳng đứng cố định (ví dụ s 


Ặ Phương pháp thịt nhất: Tính trực tiếp 
tòng đụ quay). 


¡tk 29 2312) R s. (Ma, 

#%, là hệ quy chiếu Trái Đất và ®; là hệ quy chiếu TM \ Pn 

4 “se đíu ) dœ 
gắn với mâm (H.9). + = { 2 | + 0A4. 
Một động tử từ vị trí M, vạch ra trục (Oxa) gắn với — \ đ KT. LIẾP ` 
#%, với vận tốc không đổi Ý. Hãy biểu thị dễ 
ñ(M) và ä(M)¿g Irong cơ xở Œ.. d2). +@VỀ „+ at ị 

2t hấN + dị 
% 


Điểm trùng hợp của M vẽ một vòng tròn bán kính - T.. na 0MIER 
4; với Vận tỐC BÓC @, thầm hàm của các vectơ đơn vị đều đã biết, 
do dÒ 


d(M)jg = (04; + 269), — c0? 


Nhu, 
® Phương pháp thự hai: Tính a(M) ,z, bằng 
sự hợp thành các gia tốc. 
Chuyển động của điểm thuộc +8; trùng với A7 
là chuyển động tròn, do đó 
d,(M)=@0X;ey, — (2; đu, 
Vận tốc của ẤM trong $&; là đều nên 
ã(M),„, = 0. 
Hơn nữa: 
d,= 206; A vềy„=2@V€y„. 


Cuối cùng: 
H9 đ(MJzz, = |öx;+2ør|z„ "... 


4 Các hệ quy chiếu Galilée 


——=— -———-=— -=-—--——--_.. 
Nguyên lí quán tính đã tiên đề hoá sự tồn tại của các hệ quy chiếu Galilée 
mà trong đó một chất điểm cô lập sẽ có gia tốc bằng không. Ta hãy tìm 
cách thiết lập mối quan hệ tồn tại giữa tất cả các hệ quy chiếu Galilée, 


Ta tưởng tượng có một chất điểm ở vị trí M, cô lập, và giả thiết rằng tồn 
tại hai hệ quy chiếu Galilée #¿, và #,„. Theo giả thiết. 
AM) = a(M)a =0 

Do đó: „' 

đ,(M)+2494 2y ^Ÿ(M)¿g =0 
Hệ thức này phải được kiểm nghiệm ở mọi vị trí và với mọi vận tốc. Điều 
này được thể hiện bởi 2a, Lấy = 0 
Như vậy %„, phải tịnh tiến đối với ®„,nên đ„(M)=Ö: Vận tốc của 
các điểm của #„. là không đổi trong đu 
Từ đó ta có thể rút ra kết luận rằng hai hệ quy chiếu Galilée đối với nhau 
đều chuyển động tịnh tiến thẳng và đều. 
Ta suy ngay ra đảo để : Nếu #; tịnh tiến thẳng và đều đối với hệ Galilée 
đụ, thì các gia tốc kéo theo và gia tốc Coriolis sẽ bằng không trong €&¿. 
Vậy ®¿ cũng là hệ quy chiếu Galilée. 
Tập hợp các hệ quy chiếu Galilée được cấu thành bởi tất cả các hệ 
quy chiếu đang chuyển động tịnh tiến thẳng và đều đối với một 
trong các hệ đó. 


bo dụng 


Rơi tự do trên xe lửa 
Hệ quy chiếu Trái Đất là hệ Galilée. Một xe lửa 


® Phân tích trong ®; 
Hệ quy chiếu #; của xe lửa đang tịnh tiến thẳng 


chạy trên con đường thẳng với vận tốc không đổi vọ. 
Một hành khách thả một viên bi từ A với vận tốc 
ban đâu bằng không. Tùn điển B mà viên bỉ 
chạm sàn toa xe? 


A 


H.10. Các quỹ đạo của viên bỉ trong hai hệ 
quy chiếu. 


và đều đối với hệ quy chiếu Trái Đất.Như vậy 
hệ #; là hệ Galilée: Sự rơi trong 3; là thẳng 
đứng (trục AB là thẳng đứng trong #®;). 


® Phân tích trong %, 
Đối với #,, viên bi được ném với vận tốc ban 


đầu mà thành phần nằm ngang là vụ; khi không 
có lực nằm ngang thì vận tốc này được bảo 
toàn (H.10) 


Điểm B, gắn vào xe lửa, ở phía dưới điểm A, có 
một vận tốc vọ đối với ®,. Như vậy viên bi và 
điểm ở vẫn ở trên một đường thẳng đứng như 
cùng nhau và cuối cùng thì gặp nhau. 
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ĐIỀU CẦN GHI NHỚ 


ø CHUYỂN ĐỘNG QUAY 


* Nếu hệ quy chiếu ®; quay chung quanh một trục cố định của t¡, thì: 


dŨ dŨ - à 
l#] 4#) + Ô 1m, AU 
/8 /# 


Ân, =ö ế, là vectơ quay của #; đối với #,. 
* Sự tổng hợp của các vectơ quay: 
Sai = S3 tay Ð 2a, ray 


m CHUYỂN ĐỘNG TỊNH TIẾN 
* Nếu ®; tịnh tiến đối với ®% ¡ thì: 


m VẬN TỐC 
* Sự tổng hợp của các vận tốc được biểu thị bởi: 


PM }z, = Y(M }a, +7„(M) 
trong đó ÿ, (M) là vận tốc kéo theo của điểm M, nghĩa là vận tốc đối với #, của điểm M nếu 
nó được cố định trong %; (điểm trùng hợp). 
m GIA TỐC 
* Sự tổng hợp của các gia tốc được biểu thị bởi 
ã(M)„„, =ä(M)/„,+ á,(M}+ äc(M), 
trong đó ä,(M ) là gia tốc kéo theo của điểm M, nghĩa là gia tốc đối với %, của điểm M nếu 
nó cố định trong #; (điểm trùng hợp) và đc= 242z„,z, ^ P(M)„„, là gia tốc Coriolis. 
* Khi có một chuyển động quay đều chung quanh một trục cố định, thì: 
ä,(M) =-øœ?HM, 
trong đó H là hình chiếu của Ä trên trục quay. 


* Tập hợp các hệ quy chiếu Galilée được cấu thành bởi tất cả các hệ quy chiếu đang tịnh 
tiến thẳng và đều đối với một trong các hệ đó. 


cự quay trên mâm quay 
ĐỀ BÀI 
Đối với hệ quy chiếu Trái Đất #, thì một mâm nằm ngang ; quay với 
một vận tốc góc không đổi œ, chung quanh trục thẳng đứng (O,). Œ là 
một điểm cố định đối với mâm và ở cách điểm ÓØ một khoảng cách ¿j. 
Một mâm thứ hai hình tròn P;, bán kính #, quay chung quanh trục (C,) 
với vận tốc góc không đổi œ; đối với P\ (xem sơ đô). 
Hãy xác định, bằng hai phương pháp, vec tơ vận tốc và vectơ gia tốc đối 
với # của một điểm A/ trên chu vi của ?›. 
Người ta sẽ sử dụng các cơ sở trực chuẩn (1.7.2. ) và tỉ,j,£. jƑ được 


xác định bởi OC=4Ï và ỉ bởi CM=RŸ. 


HƯỚNG DẪN 

Để vác định vận tốc và gia tốc 
kéo theo, cân phải vác định xem 
một điểm cố định trên mâm có 
chuyển động nào? Trong trường 
hợp của bài toán nêu trên, ta có 
một chuyển động quay đều, mà 
đối với nó thì vận tốc và gia tốc 
được biểu thị rất đơn giản. 

Ta sử dụng bốn vectơ đơn vị 
HN 

Không nhất thiết phải biểu thị 
Vưà đ bằng cách chỉ sử dụng 
cặp (Ï.J) hày cặp (.j) " 


Để tính vận tốc và gỉa tốc mà 
không phải qua các hệ thức thay 
đổi hệ quy chiếu, thì ta cân phải 
tiến hành theo cách sau đây: 


® Biểu thị vectơ OM; 


® Xác định ÿ = k4 v8 H 
đĩi 
2— 

® Xác định ä= ạ _ Ỷ 
dĩ 


Các vectơ đơn vị được sử dụng để 
biểu thị OM_ có thể không phải 
là các vectơ không đổi. Trong 
trường hợp này, cẩm phải nghĩ 
đến việc tính các đạo hàm của 
chúng. 


LỜI GIẢI 

Gọi #` là hệ quy chiếu gắn với mâm Pì. 

§ Phương pháp thứ nhất: Sự hợp thành của các vận tốc và gia tốc - 
Điểm trùng hợp của Ä⁄ được gắn với mâm P, sẽ vẽ trong # một quỹ đạo 
tròn tâm @ với một vận tốc quay đều. 


Do đó, với OM=4Ï+RÏ` thì ta có: 
#⁄(M)= @ẽ, AOM =@i(dŸ+R}); 
4„(M)=~@?OM= ~øˆ(dÏ+ RỈ). 
Điểm /M vạch trong #° một quỹ đạo tròn tâm Œ với vận tốc góc không đổi 
@x- Do đó: ÿ(M),z.= ø; Rj và á(M)j„-= —ø) RỈ.. 
Gia tốc Coriolis: đ,. = 2ø, €;AV(M),g = — 2ø@; RÌ. 
Áp dụng các hệ thức thay đổi hệ quy chiếu ta được: 
Ÿ(M)¡q=(@I+@¿)Rj+@, 4Ÿ 
4(M),g = ~(6+@; )2 Rỉ ~ø} đÏ. 
Phương pháp thứ hai : Tính toán trực tiếp 
Ï và / đều gắn vào ®', do đó: 
đ] 5 h ; dJ : 
lệ]. =42q⁄q Al=@IjJ_ và (]- ~@IÏ, 
Gọi #” là hệ quy chiếu gắn với P¿, ta cÓ : (2y»,œ = (oi+ø@;}.. 
Ï và j đều gắn với #”, do đó: 


đi =(Ø1+@3 )j và dj = ~(Ø|+@2) 
an|!: FÁ@1†@21/ gp lá I†@2)!.. 
/“# r# 
3 dOM dĩ di 7 7 
'(M}ỳa=| ——| =a|“* RÍ—| = ø@d7+(a+ RJ. 
"0s đĩ IH k BÌ THÊ LÌ G22 Rj 
/# /® /& 


2 4W(M) 47 đj 
2w,a-| UP =) -#] sasaeL |) 
§ ® 


=~øŸƒAÏ ~(ø, +@¿J? RÏ 
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đổầi tập 
ÁP DUNG TRƯC TIẾP BÀI GIẢNG 


.# Đạn bắn trên một bia di động 
Người ta bắn các viên đạn với vận tốc không đổi 
ÿ=vể,, lên một bia di động có chuyển động tịnh 
- tiến đều với vận tốc: Pạ=vạể„. 
_ Nếu 7 là thời gian giữa hai lần bắn đạn, thì bạn hãy 
xác định thời gian T giữa hai lần trúng bia. 
® Lời giải: 
Trong hệ quy chiếu của bia, thì vận tốc đạn là: ÿ'=ÿ—9ạ. 
Khoảng cách, không phụ thuộc hệ quy chiếu, giữa hai viên 
dạn là: 
d=vT=v'T'. 
W 
Vậy: 7=1 : 
V=vụ 


œ2 Sự vượt sông 

- Một vận động viên bơi lội, mà vận tốc đối với nước là 
¡, muốn vượt ngang một con sông có chiều rộng . 
Ta giả thiết là dồng nước có vận tốc đều vụ. Hãy xác 
định thời gian vượt sông + nếu : 
a) người đó bơi vuông góc với hai bờ nhưng để dòng 
nước cuốn đi ; 
b) người ấy bơi theo một quỹ đạo vuông góc với hai bờ. 
*® Lời giải: 
a) vị là thành phản của ÿ vuông góc với hai bờ: 
Vậy: 7¡ == . 

Xị 


¬. - 
b) V=V) tỨa, VẬy w 


Ở Chuyển động của van bánh xe 


Một bánh xe bán kính 
a, tâm €, lăn không 
trượt trên trục (2x), mà 
vẫn ở trong mặt phẳng 
(x2). 

Van bánh xe ở tại điểm 
# (xem sơ đồ), cách 
trục bánh xe một 
khoảng cách b. Cho 
là vận tốc của Œ. 


1) Hãy biểu thị vectơ vận tốc và vectơ gia tốc của M 
đối với #, mà hệ tọa độ (0;£,,£y,e; ) được gắn vào, 
bằng cách sử dụng cơ sở trực chuẩn (1.JZy) được 
xác định bởi: 

CM =bï . 
Dữ liệu : 
a=30 cm; b = 20 cm ; vy= 100 km/h (không đổi). 
2) Xác định độ dài của vectơ gia tốc. 


® Lời giải: 
Gọi N là điểm của đường tròn ở trên cùng một bán kính như 
M và ta xác định Ø= 0 khi N trùng với 0. 


d0 
Sự không - trượt được thể hiện bằng: a9= xe và ï£ - 
í 
® Phương pháp thứ nhất: tính trực tiếp. 
Các tọa độ của M là: 
A(f) = xe - bsinØ và Z(t) = a- beos6. 


Khi lấy đạo hàm và thay Ö bằng “1a có: 
a 


q 


v(M};q= (s2): M2 sin 6 2| 


z b : : 
d(M]¿q = v2 -ztsin Øổy +cos0e;) 
4 


+ “ ( = đoan), + th sin s| 
đr a a 

Các kết quả trên sẽ được biểu thị đơn giản hơn với các vectơ 
Ï và j. 

Thực vậy: 


i2 sinÖềy — cosØ8; ở =~ cos0ềy + sin0ề; 
< -Ö „ b+ 
Do dó : v(M)/q = 42+7¡] 
a 


“ b+ dị. b- 
và ã(M);œ@= -v?—>¡ +—|y+—j |. 
1# a4 di | Ý PB 


ø Phương pháp thứ hai: thay đổi hệ quy chiết. 

Cho hệ quy chiếu `, tịnh tiến đối với gắn vào điểm C. Vân 
tốc kéo theo và gia tốc kéo theo đêu độc lập với điểm xét trẻn 
và gia tốc Coriolis bằng không: 

- vận tốc kéo theo: v, : 


e 


- gia tốc kéo theo: d¿= 


Chuyển động của M trong ®` là vòng tròn, bán kính b và vận 


Am w ⁄ 
tốc góc Ö =—. Do đó: 
a 


S(M)yg: = bị: á(M)„œ=—b [| Ỉ+ 
Ẹ 


Áp dụng các hệ thức thay đổi hệ quy chiếu, ta có: 


2 
3 -. vị+ bd- dv_„ 
VM}e=b/*1Sx 42„s =| + Ð ri Tử. 


Áp dụng số : a = 1,7.10* m.s2: 


Khi đường sắt phát triển, thì trong nửa sau của thế kỷ X 1X, 
một xố người chống đối đã thông báo rằng những gia tốc như 
vậy có thể sẽ gây ra những cưỡng bức cơ học có khả năng làm 
trật bánh xe lửa... 


VẬN DUNG VỐN KIẾN THỨC 


⁄* Gia tốc trong tọa độ cầu 


Hãy biểu thị gia tốc của một điểm M theo các toạ độ 

cầu của nó, bằng cách sử dụng phương pháp của áp 

dụng 2 : 

* Lời giải 

d(M}yg =(ï~r92 —r22sin20) ® +(rÐ+20~rj2 cosÖsin Ø)á, 
+(2?0sin0 + rộsinØ + 2rcosỏÔ) sp. 


2 ** Chuyển động biểu kiến cúa Mặt Trời 
Trong hệ quy chiếu Copernic ®¿- gắn với tâm Š của 
Mặt Trời, thì tâm 7 của Trái Đất vạch một quỹ đạo 
gân như tròn với vận tốc ð(7),z„= £2, A S7. 

Hệ quy chiếu địa tâm Sự gắn với chuyển động /jnh 


tiến đối với #¿, và hệ quy chiếu #; gắn với mặt đất 
cho ta: 


Ba, mì nôi. 


Các vectơ #3 và 42, đều không đổi và hợp thành 
một góc œ giữa chúng với nhau. 
1) Hãy biểu thị vận tốc của Š trong hệ quy chiếu %;. 


2) Hãy xác định các giá trị của #2, và của 7; ˆ 


# Lời giải 
1) Ÿ(S) gự.=Ÿ(SJ gu +0,(S). 


Nhưng V(3, }#y = -đ)| ATS và vận tốc kéo theo 
Vạ(S) = ŸƯ§, ) gự, = -6) ATN, 


Vậy: 5S) gự. “(0+2 )AXT.. 


2) Hoặc (2= dị +3;:ÿ(S)g„= =QATS, 
2Z 2z 2 2 2 
2= , 4= „9ˆ = Qí + Qý +2Q(;cosd, 
lngày lnăm 


hoặc {2 (2,+2f2|cose, do đó: Là | coớ 
T;ạ  lngày 


1 năm ` 
hoặc T; = 23 h 56ph. 
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